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Resumo 
Os modelos constitutivos macroscópicos utilizados para caracterizar o material em 
simulações numéricas permitem obter boas aproximações, mas em alguns casos podem ter 
limitações, pois não incluem o efeito de todos os fenómenos microscópicos que influenciam a 
resposta global macroscópica. O modelo de Gurson descreve a degradação interna do material 
através da sua porosidade, e apesar das melhorias que têm sido propostas, em alguns casos 
conduz a resultados irrealistas. Recentemente tem sido objeto de desenvolvimento a 
abordagem multiescala, em que o comportamento do material é determinado com base em 
informação proveniente da macroescala e da microescala. A microestrutura do material é 
modelada num Elemento de Volume Representativo (RVE). Neste trabalho é feito um estudo 
do dano dúctil através da Modelação Multiescala, com o objetivo de melhorar as leis de dano 
macroscópicas existentes, caso se verifique estas não são realistas.  
Em primeiro lugar são apresentados os fundamentos teóricos relativos ao Método dos 
Elementos Finitos, ao modelo de Gurson e às leis de dano associadas, e à Modelação 
Multiescala.  
De seguida, é analisada a função de cedência, com base no trabalho de Giusti (Giusti et 
al., 2009), determinando curvas de cedência macroscópicas de RVE com um vazio central, 
para diferentes valores de fração volúmica de vazios, e com condições de fronteira distintas. 
Estas são comparadas com a função de cedência de Gurson e com os resultados de Giusti. É 
avaliada a validade dos limites da função de cedência propostos pelo autor referido para uma 
fração volúmica de 0,2%. 
Por fim, é investigada a evolução do dano em solicitações de corte através da análise de 
RVE com diferentes condições de fronteira, valores de porosidade e tipologias de distribuição 
de vazios. São propostas variáveis de dano de corte definidas tendo em conta aspetos 
microscópicos, e com base na sua evolução são sugeridas modificações às leis de dano de 
corte macroscópicas existentes. É verificado se existe influência do tamanho do RVE nos 
resultados obtidos. 
Observa-se que as curvas de cedência obtidas são concordantes com os resultados 
apresentados em (Giusti et al., 2009) na zona de corte, mas são mais conservadoras em 
solicitações com componente volumétrica. Uma vez que a malha utilizada não tem influência 
significativa, conclui-se que esta diferença se deve ao critério de cedência macroscópica 
utilizado. Os limites propostos por Giusti para a função de cedência são aplicáveis a valores 
de porosidade inferiores a 0,5%. Constata-se que o modelo de Gurson simula de forma 
realista o início da cedência em solicitações de corte. Com o estudo do dano de corte, 
confirma-se que a porosidade não se altera significativamente para este tipo de solicitações. 
Com a modificação da variável de dano de corte de Nahshon-Hutchinson e de Xue é possível 
obter boas aproximações da evolução das variáveis de dano microscópicas definidas neste 
trabalho. Mantendo a proporção entre o tamanho do vazio e o RVE, não há alterações nos 
resultados obtidos. 
 
Palavras-chave: Modelação Multiescala, Modelo de Gurson, Função de Cedência, Dano 
de Corte. 
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Ductile Damage Analysis Based on Multiscale Modelling 
Abstract  
The phenomenological macroscopic constitutive models employed to characterize the 
material behaviour with numerical simulations can lead to good results, but in some cases, 
they may have limitations, since they don’t include effects of the entire microscopic 
phenomena that influence the global macroscopic response. The Gurson’s model describes the 
internal degradation of materials by using the porosity as damage variable, but despite the 
improvements that have been proposed, in some cases, the results are not realistic. Recently, a 
multiscale approach has been developed, in which the definition of material behaviour is 
based on information from macroscale and microscale. The microstructure of the material is 
modelled by a Representative Volume Element (RVE). In this dissertation, ductile damage is 
studied through Multiscale Modelling, with the aim of improving macroscopic damage laws, 
if they are not realistic. 
In the first place, the theoretical basis of the Finite Element Method, the Gurson’s model 
and related damage laws, and Multiscale Modelling approach are presented. 
Based on the work conducted by Giusti (Giusti et al., 2009), the initial yielding function 
is analyzed by determining macroscopic yielding curves of RVEs with a central void, with 
different void volume fractions and distinct boundary conditions. The curves are compared 
with Gurson’s yielding function and Giusti’s results. The bounds of the yielding function 
proposed by Giusti are assessed for a void volume fraction of 0.2%. 
In the end, the damage evolution with shear loadings through RVE analysis with different 
boundary condition, porosity and void distribution configuration is investigated. Shear 
damage variables are defined considering microscopic aspects, and based on its evolution 
modifications are proposed to the macroscopic shear damage laws. The influence of RVE size 
in the results is evaluated. 
The yielding curves obtained agree with the results reported by Giusti in the shear 
domain, but become more conservative with the influence of hydrostatic stress. Since the 
discretization doesn’t affect the results, this gap is due to the macroscopic yielding criterion. It 
is found that the bounds proposed by Giusti are applicable to values of porosity lower than 
0.5%. It is observed that initial yielding for shear loads is well captured by Gurson’s model. 
With the investigation on shear damage evolution laws, it is confirmed that the porosity is 
constant for this type of load. Modifying the macroscopic shear damage variables as proposed 
by Nahshon-Hutchinson and Xue can lead to good approximations of the microscopic 
variables evolution. If the proportion between the void and the RVE is maintained, the results 
are not affected by its size. 
 
Keywords: Multiscale Modelling, Gurson’s Model, Yielding Function, Shear Damage. 
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1. Introdução 
Com o crescimento da capacidade de cálculo dos computadores, as técnicas de simulação 
numérica têm sido amplamente utilizadas na previsão do comportamento mecânico dos 
materiais, permitindo poupar tempo e recursos com a diminuição do número de ensaios 
mecânicos necessários ao desenvolvimento de projetos e novos materiais. O Método dos 
Elementos Finitos é a técnica mais utilizada, e permite boas aproximações, quando utilizados 
os tipos de elemento e modelos constitutivos adequados à situação. 
Os modelos constitutivos utilizados tradicionalmente, como por exemplo o modelo de 
von Mises, permitem bons resultados para solicitações em que o material seja sujeito a 
deformações elásticas ou baixas deformações plásticas, no entanto, para níveis de plasticidade 
próximos da rotura, estes modelos não conseguem prever o comportamento dos materiais 
satisfatoriamente, uma vez que existem mecanismos importantes que estes não contemplam, 
nomeadamente os mecanismos de dano. 
O dano é um parâmetro que traduz a perda de capacidade de carga do material devido à 
sua degradação interna, isto é, o aparecimento e evolução de defeitos ao nível da 
microestrutura. Existem modelos que têm acoplado a variável de dano, como por exemplo o 
modelo de Lemaitre (Lemaitre, 1985) ou o modelo de Gurson (Gurson, 1977). Este último foi 
melhorado, com a introdução do efeito de mecanismos de nucleação e coalescência de vazios 
por (Tvergaard & Needleman, 1984), e mais recentemente têm sido feitas diversas propostas 
para a introdução do efeito das solicitações de corte, nomeadamente as apresentadas por (Xue, 
2008), (Nahshon & Hutchinson, 2008) e (Butcher & Chen, 2009). 
Atualmente tem vindo a ser desenvolvida uma nova abordagem no âmbito do Método dos 
Elementos Finitos, em que no lugar do comportamento do material ser definido por um 
modelo constitutivo macroscópico, é avaliada a sua resposta às solicitações através da análise 
numérica da microestrutura nos pontos necessários, através de Elementos de Volume 
Representativo (RVE). Isto envolve a resolução de um problema à macroescala e de vários 
problemas à microescala, designando-se esta técnica por Modelação Multiescala. 
Os modelos multiescala permitem uma definição pormenorizada da microestrutura do 
material, com a modelação de vazios, inclusões e diferentes fases, levando a uma análise mais 
minuciosa do comportamento mecânico, que tem em conta as suas particularidades 
microscópicas. 
O objetivo principal deste trabalho é fazer um estudo dos modelos de dano baseados nos 
pressupostos propostos por (Gurson, 1977), através da análise de RVE com vazios para 
simular a presença de defeitos na microestrutura do material, e com base nos resultados 
obtidos sugerir algumas modificações às leis de dano macroscópicas, de modo a tornar estes 
modelos mais realistas. 
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Para tal, numa primeira fase, com base no trabalho de (Giusti et al., 2009), são 
determinadas e representadas curvas de cedência macroscópicas obtidas por análise de RVE 
com um vazio central, para diferentes valores de fração volúmica de vazios, e com diferentes 
condições de fronteira. As curvas obtidas são comparadas com as curvas que representam a 
função de cedência do modelo de Gurson em cada caso, e com os resultados obtidos e funções 
de cedência sugeridas por (Giusti et al., 2009). É analisado um exemplo com uma fração 
volúmica que não foi estudada por este autor, de modo a verificar se as funções limite por ele 
propostas são válidas para porosidades típicas de dano em metais. 
Em segundo lugar, uma vez que se verifica que o modelo de Gurson simula de forma 
adequada o início da cedência em solicitações de corte, recorre-se à modelação multiescala 
para analisar indiretamente a evolução da superfície de cedência, através do estudo do dano 
neste tipo de solicitações. Submetendo um RVE com a presença de vazios a uma solicitação 
de corte é verificado de que modo evolui a fração volúmica de vazios e as variáveis de dano 
de corte sugeridas por alguns autores. Com a definição de variáveis de dano de corte baseadas 
em aspetos microscópicos, e o estudo da sua evolução, são propostas modificações às leis que 
definem as respetivas macroscópicas. Por fim, investiga-se o efeito do tamanho do RVE nos 
resultados obtidos. 
1.1. Revisão Bibliográfica 
1.1.1. Quantificação do dano 
Sendo a degradação interna do material um fator importante no comportamento do 
material, têm sido propostas diferentes abordagens para a sua quantificação e evolução, de 
modo a que este mecanismo possa ser incorporado nos modelos constitutivos. Gurson 
(Gurson, 1977) propõe a descrição da existência de dano no material através da presença de 
vazios distribuídos no interior do material. Uma perspetiva alternativa é introduzida por 
Lemaitre (Lemaitre, 1985), que caracteriza a presença de dano num material pela degradação 
das suas propriedades elásticas. 
O modelo de Gurson foi sujeito a melhorias, tendo sido introduzidos os mecanismos de 
nucleação e coalescência de vazios por (Tvergaard & Needleman, 1984). Os resultados 
obtidos com este modelo são satisfatórios quando são simuladas solicitações com níveis de 
corte mínimos. No entanto, quando a componente de corte da solicitação é importante, os 
resultados não são realistas.  
Na década de 1960, McClintock (McClintock et al., 1966) havia já definido um critério 
de fratura em bandas de corte, através do estudo da deformação de vazios e baseado na 
coalescência de vazios adjacentes. Mais recentemente, Xue (Xue, 2007) propôs uma variável 
de dano de corte baseada no critério de McClintock, deduzida recorrendo a algumas 
simplificações. Em (Nahshon & Hutchinson, 2008) é proposta uma variável de dano de corte 
baseada em aspetos fenomenológicos. Butcher (Butcher & Chen, 2009) revê a variável 
proposta por Xue, removendo algumas das simplificações que haviam sido consideradas. Uma 
comparação entre os mecanismos de corte propostos por Xue e Nahshon & Hutchinson é feita 
em (Reis et al., 2010) e em (Malcher, 2012). Em (Malcher, 2012) são propostas alterações ao 
modelo GTN, incorporando uma nova lei de nucleação para partículas de segunda fase, e 
introduzindo duas variáveis de dano distintas na função de cedência: a primeira associada ao 
crescimento volumétrico dos vazios, e a segunda à parte desviadora, de modo a contemplar o 
efeito de corte.  
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Baseado na degradação das propriedades elásticas do material, em (Chak-yin et al., 2007) 
faz-se o cálculo da evolução do dano de corte para uma liga de alumínio, partindo de dados 
experimentais. 
 
1.1.2. Modelos Multiescala 
A microestrutura de um material, e o seu comportamento mecânico, têm grande 
influência na resposta macroscópica às solicitações exteriores. Os modelos constitutivos 
geralmente utilizados, baseados em considerações fenomenológicas ou micromecânicas, 
conseguem prever o comportamento do material de forma realista para algumas situações, 
mas apresentam as suas limitações. 
Com o objetivo de obter simulações mais realistas do comportamento dos materiais, a 
utilização de modelos multiescala tem tido grandes desenvolvimentos recentemente. Com 
estes modelos, resolve-se o problema ao nível macroscópico, tendo acesso a informação 
referente ao comportamento da microestrutura. Desta forma consegue-se simular a influência 
da microestrutura no comportamento global do material. 
 Apesar de ser uma área de investigação recente, muitos dos fundamentos da modelação 
multiescala são já antigos. A ideia de homogeneização, que consiste na transição entre 
propriedades microscópicas e as suas correspondentes à macroescala, está subjacente na regra 
das misturas, utilizada para um cálculo simples do módulo de elasticidade em materiais 
compósitos (Molina, 2007; Reis, 2011). Estes foram desenvolvidos sobretudo na análise de 
materiais compósitos, como são exemplos os trabalhos (Hill, 1963) e de (Hashin, 1983). 
As contribuições que deram origem ao conceito atual de modelos multiescala acoplados 
foram introduzidas por volta da década de 1990 (Reis, 2011). Em (Guedes & Kikuchi, 1990) é 
apresentado um método de homogeneização para um material com uma microestrutura 
periódica, e em (Nemat-Nasser, 1999) é utilizada a homogeneização relativamente a um RVE. 
Mais recentemente, em (Miehe & Koch, 2002) são propostos algoritmos e representações 
matriciais para o cálculo das tensões homogeneizadas e do módulo tangente global, em 
pequenas deformações, e em (Miehe, 2003) este trabalho é alargado às grandes deformações. 
Uma estratégia de segunda ordem é proposta por (Kouznetsova et al., 2004). Em (de Souza 
Neto & Feijóo, 2006) é apresentada uma formulação geral de primeira ordem para modelos 
multiescala, para pequenas e grandes deformações, e a respetiva formulação para elementos 
finitos. 
Em (Pellegrino et al., 1999) é utilizada uma técnica de homogeneização para compósitos 
periódicos na obtenção de superfícies de cedência. Em (Giusti et al., 2009) é utilizada a 
análise multiescala para obter superfícies de cedência, simulando a presença de dano, que são 
comparadas com as dadas pelo modelo de Gurson. 
Em (Reis & Andrade Pires, 2013) é feito um estudo de estratégias que permitam 
aumentar a robustez e eficiência da aplicação do método de Newton-Raphson na resolução de 
problemas multiescala. 
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1.2. Estrutura do documento 
Esta dissertação está dividida em 7 capítulos, sendo o primeiro esta introdução, na qual se 
pretende contextualizar o trabalho, apresentar os objetivos e rever de uma forma sucinta o que 
se tem feito na comunidade científica dentro deste tema. 
No segundo capítulo é apresentado o Método dos Elementos Finitos aplicado à Mecânica 
dos Sólidos. Em primeiro lugar, é introduzido o conceito de movimento, com os parâmetros 
que o definem: deslocamentos, deformações e tensões, e as relações entre si. As estratégias e 
equações básicas necessárias à implementação do método para a resolução de problemas da 
Mecânica dos Sólidos são apresentadas de seguida, e por fim é introduzida a definição de 
modelos constitutivos. 
No terceiro capítulo é feita inicialmente uma introdução ao modelo de Gurson, com os 
seus pressupostos e a dedução da evolução das variáveis de deformação e de dano. Segue-se 
uma apresentação dos mecanismos que têm sido adicionados ao modelo original, para que se 
obtenham resultados mais realistas, nomeadamente o mecanismo de nucleação de vazios e sua 
coalescência introduzidos em (Tvergaard & Needleman, 1984), e posteriormente as propostas 
para a introdução do efeito do dano de corte apresentadas em (Xue, 2007), (Nahshon & 
Hutchinson, 2008) e (Butcher & Chen, 2009). No final apresenta-se um exemplo numérico 
em que se compara os resultados obtidos utilizando o modelo de von Mises e o modelo de 
Gurson. 
O quarto capítulo é inteiramente dedicado à descrição dos modelos multiescala. É feita 
uma introdução inicial em que se apresenta o conceito geral desta técnica, as suas vantagens e 
algumas dificuldades na sua aplicação. Segue-se a definição e caracterização de um Elemento 
de Volume Representativo, e introduz-se o modelo matemático utilizado, a partir do qual é 
desenvolvida a formulação do problema microscópico, baseada no Teorema dos Trabalhos 
Virtuais. Obtém-se as equações que permitem a aplicação do gradiente de deformação ao 
RVE, a resolução do problema do equilíbrio microscópico e a homogeneização de tensões. 
São ainda apresentadas as condições de fronteira mais utilizadas nos RVE, e as restrições ao 
campo de deslocamentos que as definem. Por fim, é apresentada a estratégia de discretização 
espacial e temporal para a resolução do problema microscópico recorrendo ao Método dos 
Elementos Finitos, e o programa utilizado (MSP – Microscale Problem). 
No quinto capítulo são determinadas curvas de cedência macroscópicas por análise de 
RVE quadrados com um vazio central, simulando assim a presença de dano. São consideradas 
frações volúmicas de vazios distintas, bem como diferentes condições de fronteira. Para tal, os 
RVE são submetidos a diferentes tipos de solicitação até ao ponto de cedência macroscópica, 
construindo-se para cada caso uma curva que representa os pontos de cedência num espaço 
tensão hidrostática normalizada ( ̅) – tensão equivalente normalizada ( ̅). É discutido o 
critério de cedência utilizado, e analisa-se a influência da malha nos resultados obtidos. As 
curvas obtidas são comparadas com as curvas que representam a função de cedência do 
modelo de Gurson para cada caso e com os resultados de (Giusti et al., 2009). Por fim, é 
analisado um exemplo com uma fração volúmica que não foi estudada por este autor, de 
modo a verificar se as funções limite por ele propostas são válidas para porosidades típicas de 
dano em metais. 
No sexto capítulo é feito um estudo da evolução do dano em solicitações de corte puro, 
através de uma análise microscópica, utilizando RVE com três valores de fração volúmica de 
vazios diferentes, e com os vazios distribuídos de forma distinta. Em primeiro lugar, avalia-se 
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a evolução da fração volúmica de vazios em RVE submetidos a corte puro, de modo a 
verificar se esta sofre alterações significativas. De seguida analisa-se a evolução das variáveis 
de dano de corte de Xue, Nahshon-Hutchinson e Butcher-Chen utilizando os valores 
homogeneizados das deformações dos RVE nas expressões que a definem. Obtém-se também 
a evolução destas variáveis por análise macroscópica de um elemento submetido a corte puro, 
comparando com os resultados obtidos por análise microscópica. São propostas duas soluções 
para a definição da variável de dano de corte baseadas em aspetos microscópicos, e com base 
na sua evolução, são sugeridas modificações às leis de evolução do dano de corte 
macroscópicas. Por fim, investiga-se a influência do tamanho do RVE nos resultados. 
Finalmente, no último capítulo é apresentada uma síntese do trabalho desenvolvido, as 
conclusões gerais e sugestões para a continuação deste trabalho ou outros trabalhos futuros 
relacionados. 
Para terminar são apresentados os Anexos, com textos úteis à interpretação do trabalho 
desenvolvido. 
Os livros, artigos, dissertações, relatórios e páginas de internet referidas ao longo desta 
dissertação são apresentadas na secção Referências. 
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2. Método dos Elementos Finitos 
2.1. Introdução 
O Método dos Elementos Finitos surgiu por volta da década de 1960, e permite obter uma 
aproximação da solução para vários tipos de problemas governados por um conjunto de 
equações diferenciais (problemas estruturais, de transferência de calor e eletromagnéticos), de 
uma forma sistematizada, eficaz e relativamente rápida, graças à divisão do domínio num 
número finito de subdomínios e à capacidade de implementação computacional (Zienkiewicz 
& Taylor, 2000; Liu & Quek, 2003). Os seus fundamentos são antigos mas apenas 
recentemente este método se tornou popular e amplamente utilizado, devido ao aumento da 
capacidade de processamento nos computadores. 
Para uma leitura mais detalhada sobre os fundamentos do MEF pode-se consultar 
(Zienkiewicz & Taylor, 2000). Em (Liu & Quek, 2003) é feita uma exposição da sua 
aplicação em diversos problemas estruturais. Em (de Souza Neto et al., 2008) são 
apresentados aspetos relacionados com a Mecânica dos Sólidos, a teoria constitutiva e alguns 
detalhes para a implementação computacional do método. Com base nesta última referência 
são apresentados neste capítulo alguns fundamentos básicos da aplicação do MEF a 
problemas de Mecânica dos Sólidos, a estratégia de discretização e é introduzido o conceito 
de modelo constitutivo. 
2.2. Cinemática da Deformação 
2.2.1. Movimento 
Considerando a partícula   de um corpo cujo domínio é representado por  , delimitado pela 
fronteira   , ao qual é aplicado um movimento mapeado por  , tal como representado na 
Figura 2.1, a sua posição no espaço em cada instante de tempo é dada por:  
   (   ). (2.1) 
O deslocamento desta partícula resultante do movimento do corpo é dado pela expressão: 
 (   )   (   )     (2.2) 
e a sua velocidade é obtida derivando a sua posição em ordem ao tempo, obtendo-se: 
 ̇  
  (   )
  
   (2.3) 
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Figura 2.1 – Representação de um corpo submetido a movimento (de Souza Neto et al., 2008). 
A partícula material   está associada à configuração não deformada (de referência) 
enquanto que a respetiva posição   é associada à configuração deformada. Esta diferença dá 
origem a duas abordagens distintas na análise das deformações: a formulação Lagrangiana 
(material) e a formulação Euleriana (espacial). 
2.2.2. Gradiente de deformação 
O gradiente de deformação é uma quantidade representada por um tensor de 2ª ordem que 
relaciona a distância entre duas partículas materiais vizinhas,   e     , com a distância aos 
pontos correspondentes na configuração deformada,   e     , tal como representado na 
Figura 2.2, através da expressão: 
     (   )  
  
  
   (2.4) 
em que   é o gradiente de deformação. Considerando a expressão (2.2), aplicando-lhe o 
operador diferencial gradiente material, conclui-se que a expressão (2.4) se pode reescrever da 
seguinte forma: 
          (2.5) 
 
Figura 2.2 – Esquema do conceito de gradiente de deformação (de Souza Neto et al., 2008). 
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2.2.3. Tensores de deformações 
Com base no gradiente de deformação é possível definir os tensores de deformação de 
Cauchy-Green direito e esquerdo, definidos respetivamente por (2.6) e (2.7): 
     
    (2.6) 
      
   (2.7) 
Partindo do tensor das deformações de Cauchy-Green direito, é possível definir a família 
de tensores de deformações de Lagrange. Destes destaca-se o tensor de Hencky, um dos 
tensores de deformações utilizados em problemas com deformações finitas, que pode ser 
definido da seguinte forma: 
     √     (2.8) 
O tensor das deformações  , da família dos tensores de deformações de Euler, pode ser 
definido com base no tensor de Cauchy-Green esquerdo: 
    √     (2.9) 
Em problemas com deformações infinitesimais este é aproximado por: 
    
    (2.10) 
introduzindo-se assim a definição de tensor de deformações infinitesimais. 
2.2.4. Tensores de tensões 
O tensor de Cauchy ( ) é o mais utilizado na definição do campo de tensões de um corpo. 
Este é definido pela relação entre as forças de tração de superfície   e o vetor normal 
associado   expressa por: 
       (2.11) 
Pode ser separado na sua componente desviadora e hidrostática, como representado de 
seguida: 
        (2.12) 
em que   é a parte correspondente às tensões desviadoras e   é a pressão hidrostática que é 
obtida por: 
  
 
 
      (2.13) 
O tensor de Kirchhoff está diretamente relacionado com o tensor de Cauchy pelo 
determinante do gradiente de deformação: 
     ( )   (2.14) 
O primeiro tensor de Piola-Kirchhoff, que é uma medida das forças de superfície por 
unidade de área não deformada, relaciona-se com o gradiente de deformação e com o tensor 
de Cauchy da seguinte forma: 
     ( )      (2.15) 
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2.3. Aplicação do Método dos Elementos Finitos na Mecânica dos Sólidos 
Considerando um corpo de um material cujo comportamento mecânico é conhecido, 
sendo o seu domínio representado por  , sujeito a solicitações mecânicas e com condições de 
fronteira definidas, o problema resume-se a encontrar o campo de deslocamentos admissíveis 
no corpo que promove o seu equilíbrio. 
2.3.1. Equações de equilíbrio 
As equações que governam o problema definido anteriormente são dadas por (2.16) 
adotando a versão espacial (Euleriana), e por (2.17) no caso da versão material (Lagrangiana). 
Estas duas abordagens diferem no facto de se considerar o equilíbrio relativo ao corpo 
deformado (espacial) ou à configuração de referência (material). 
{
      (   )   (   )    ̈(   )          
 (   )   (   ) (   )             
 (2.16) 
{
     (   )      (   )   ̅ ̈(   )           
    (   )   (   ) ( )              
 (2.17) 
A primeira equação de cada conjunto reflete o equilíbrio de momentos no corpo, e a 
segunda o equilíbrio de forças na sua fronteira. Estas equações exprimem a forma forte ou 
diferencial do problema. 
No entanto, é numericamente mais simples obter a solução do problema globalmente 
(forma integral) do que localmente (forma diferencial). Assim, para se obter a forma fraca ou 
integral do problema utiliza-se o Teorema dos Trabalhos Virtuais. As equações obtidas para a 
configuração espacial e material são dadas respetivamente por (2.18) e (2.19), considerando 
um problema quasi-estático, em que   é o campo de deslocamentos virtuais e   o seu espaço. 
Considerando a versão espacial, é o tensor de Cauchy que comanda o equilíbrio, enquanto que 
na versão material é o primeiro tensor de Piola-Kirchhoff que deve satisfazer a equação de 
equilíbrio. 
∫  (   )          
 
 ∫  (   )    
  
            (2.18) 
∫  (   )             
  
 ∫     (   )    
   
            (2.19) 
Na resolução da equação é necessário ter em consideração as condições de fronteira 
prescritas. 
No caso do corpo ser sujeito a deformações infinitesimais adota-se a configuração 
espacial, para deformações finitas deve ser utilizada a configuração material. 
2.3.2. Discretização espacial 
No método dos elementos finitos, os subdomínios em que é dividido o domínio do 
problema são designados por elementos, e são definidos por nós e pelas respetivas 
conetividades. Os nós são pontos nos quais são avaliados os valores de um campo qualquer, e 
a partir dos quais são interpolados para o interior do elemento. As funções de interpolação 
designam-se funções de forma, e dependem do tipo de elemento escolhido. No entanto é regra 
geral que, em cada elemento, existe uma função de forma associada a cada nó, tomando valor 
unitário no nó respetivo e nulo nos restantes. Na Figura 2.3 é apresentada a malha utilizada na 
discretização de uma junta articulada. 
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Figura 2.3 – Malha utilizada na modelação de uma junta articulada (Liu & Quek, 2003). 
A aproximação de um campo vetorial  ( ) qualquer no interior de um elemento é feita 
por interpolação através da expressão (2.20): 
  ( )  ∑   ( ) (  )
    
   
  (2.20) 
onde   ( ) é a função de forma associada ao nó   no ponto   e  (  ) é o valor do campo no 
nó  . Esta relação pode ser expressa na forma matricial: 
  ( )   ( )    (2.21) 
em que:  
 ( )  [
  ( )   
   
    ( )
|
  ( )   
   
    ( )
| |
     ( )   
   
       ( )
]  (2.22) 
é uma matriz constituída por      submatrizes quadradas com a dimensão de  , cada uma 
correspondente a um nó, com o valor da função de forma associada ao respetivo nó na 
diagonal principal, e    é o vetor onde se armazena os valores nodais do campo vetorial: 
   [ (  )
   (  )
     (     )
 ]   (2.23) 
Tendo em conta o conceito de interpolação através de funções de forma acima 
introduzido, a versão discretizada das equações de equilíbrio na forma fraca (2.18) e (2.19) é 
dada respetivamente por: 
[∫            
  
 ∫       
   
]
 
             (2.24) 
[∫               
  
 
 ∫          
   
 
]
 
             (2.25) 
onde os operadores diferenciais discretos, relativamente ao referencial global, são dados por 
   e   . Estas matrizes são construídas com as derivadas parciais das funções de forma, 
definidas pelas equações (2.26) e (2.27): 
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  (2.26) 
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|
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  ]
 
 
 
 
 
 
 
 
  (2.27) 
Uma vez que as equações (2.24) e (2.25) devem ser verificadas para qualquer  , podem 
ser reescritas da seguinte forma: 
             (2.28) 
Num problema com uma abordagem de pequenas deformações, o vetor das forças 
internas e o vetor das forças externas são definidos da seguinte forma: 
{
 
 
 
      ∫  
     
  
  
     ∫  
     
  
 ∫       
   
  
 (2.29) 
enquanto que numa abordagem considerando grandes deformações estes são dados por: 
{
 
 
 
      ∫  
     
  
 
 
     ∫  
        
  
 
 ∫          
   
 
 
 (2.30) 
Estes integrais são resolvidos ao nível do elemento, por quadratura de Gauss, resultando 
os vetores de forças elementares: 
{
 
 
 
 
       ∑ 
        
   
   
 
       ∑  
    
   
   
     ∑  
    
   
 
   
     
 (2.31) 
para o caso de uma abordagem de pequenas deformações, e para o caso de grandes 
deformações: 
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{
 
 
 
 
       ∑ 
        
   
   
  
       ∑  
        
   
   
     ∑  
        
   
 
   
      
 (2.32) 
Nestas expressões    representa o peso associado ao ponto de integração, e    é o 
determinante da matriz Jacobiana da sua transformação paramétrica. 
Finalmente, os vetores elementares são assemblados nos vetores globais: 
{
 
 
 
 
     ⋃       
     
   
  
     ⋃       
     
   
  
 (2.33) 
2.3.3. Estratégia incremental 
A generalidade dos materiais apresenta um comportamento que depende do historial do 
carregamento sofrido, sendo as suas propriedades variáveis ao longo do processo de 
deformação. 
Para ultrapassar este facto adota-se uma estratégia incremental, em que o carregamento é 
aplicado num número finito de passos sequencialmente no tempo. O tensor de tensões é 
atualizado em cada incremento considerando o carregamento atual e as propriedades obtidas 
após o incremento anterior. Considerando a partir de agora a configuração para deformações 
finitas, o primeiro tensor de Piola-Kirchhoff é definido da seguinte forma: 
     ( )   ̂[    ( )   ( )]   (2.34) 
onde  ̂ consiste num funcional. 
O problema em cada incremento é então definido por: 
∫  ̂[       ]                
  
 ∫            
   
            (2.35) 
2.3.4. Resolução pelo método de Newton-Raphson 
O problema dado por (2.28) é quase sempre não-linear, pois a relação entre o tensor de 
tensões e o campo de deslocamentos não é linear, devido a efeitos geométricos e também à 
não linearidade do material.  
Considerando a discretização espacial do problema incremental, o problema pode ser 
linearizado e a solução aproximada obtida pelo método de Newton-Raphson, apresentando no 
Anexo A. 
Sendo o resíduo dado por: 
 (    )      (    )        (2.36) 
pretende-se encontrar o campo de deslocamentos que o anula. Este problema resolve-se 
iterativamente, tendo de se resolver em cada iteração ( ) o sistema de equações (2.37): 
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( )    (   )   (2.37) 
com o qual se determina o vetor dos deslocamentos incremental      
( )
, e se atualiza campo 
de deslocamentos: 
    
( )      
(   )
       
( )    (2.38) 
A matriz de rigidez é dada por: 
   (
  
     
)
    
(   )
 ∫         
  
 
 ⋃ ∫         
  
 
     
   
   (2.39) 
onde   consiste no módulo tangente na configuração espacial, sendo as suas componentes 
dadas por: 
      
 
     
[
  
     
]
    
             (2.40) 
2.4. Modelos Constitutivos 
Um modelo constitutivo é um modelo matemático que descreve o comportamento 
mecânico de um material através de um conjunto de equações diferenciais, relacionando 
deformações, tensões e outras variáveis internas. Na resolução do problema anteriormente 
apresentado, em cada iteração é necessário calcular as propriedades do material e fazer a 
atualização de tensões e deformações, sendo para isso necessário conhecer o modelo 
constitutivo do material. 
De uma forma genérica e concisa, apresenta-se no Quadro 2.1 a definição de um modelo 
constitutivo elasto-plástico, proposta por (de Souza Neto et al., 2008). 
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Quadro 2.1 – Definição de um modelo constitutivo elasto-plástico (de Souza Neto et al., 2008). 
1. Decomposição do tensor de deformações na sua componente elástica e plástica: 
            ̇    ̇    ̇; 
2. Função de energia livre: 
   (    ); 
3. Relação entre tensões e variáveis de endurecimento; 
4. Função de potencial plástico, que governa a deformação plástica: 
 (   ); 
5. Função de cedência: 
   (   ); 
6. Lei da evolução da deformação plástica: 
  ̇   ̇ (   ); 
7. Lei de endurecimento; 
8. Critério de carregamento/descarregamento: 
{
     
 ̇     
 ̇     
 
se o material está em regime elástico então a função de cedência toma valor 
negativo e a taxa do multiplicador plástico é nula. Caso contrário, a função de 
cedência é nula e a taxa do multiplicador plástico toma valor positivo. 
 
Atualmente existe uma maior preocupação com a implementação de aspetos relacionados 
com a Mecânica do Dano nos modelos constitutivos. Exemplos de modelos com introdução 
de dano são o modelo de Lemaitre (Lemaitre, 1985) e o modelo de Gurson (Gurson, 1977), 
sendo este último apresentado na secção 3. 
2.5. Conclusão 
Neste capítulo introduziram-se os conceitos básicos necessários à aplicação do Método 
dos Elementos Finitos na resolução de problemas da Mecânica dos Sólidos. Em primeiro 
lugar, apresentaram-se os conceitos relacionados com a deformação de um corpo, e 
introduziram-se alguns tensores que permitem caracterizar o campo de tensões. De seguida 
foram introduzidas as equações de equilíbrio e as estratégias utilizadas para a implementação 
do método na sua resolução. Por fim foi apresentada de forma genérica a definição de 
modelos constitutivos. 
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3. Modelo de Gurson 
3.1. Introdução 
Este modelo micromecânico, em que a evolução do dano está acoplada à plasticidade, foi 
proposto originalmente por (Gurson, 1977), e descreve o mecanismo de evolução do dano 
interno através do crescimento de vazios, cavidades esféricas, em metais porosos, simulando 
assim os defeitos internos que provocam diminuição da resistência do material. A variável de 
dano neste caso é a fração volúmica de vazios no material, representada por  , e a sua 
evolução respeita o princípio da conservação da massa, não estando associada a nenhum 
mecanismo dissipativo de forma direta (Reis, 2009; de Souza Neto et al., 2008; Xue, 2007). 
Alguns autores têm vindo a implementar melhorias no modelo original, introduzindo 
mecanismos como a nucleação e coalescência de vazios, ou a evolução do dano ao corte. 
Neste capítulo são apresentados os pressupostos e algumas equações que definem o 
modelo original de Gurson, introduzindo-se posteriormente os melhoramentos que têm sido 
implementados de forma a incorporar os diferentes mecanismos de degradação interna do 
material. No final é apresentado um exemplo numérico em que se compara os resultados 
obtidos com o modelo de von Mises e o modelo de Gurson, considerando diferentes 
porosidades iniciais no material. 
3.2. Modelo original 
O modelo de Gurson foi desenvolvido considerando um material poroso contendo 
cavidades esféricas no seu interior, e em que a matriz metálica tem um comportamento que 
pode ser descrito pelas equações constitutivas de von Mises. Disto resulta um material 
dilatável, sensível à pressão hidrostática e com um comportamento elasto-plástico contínuo 
(Reis, 2009; de Souza Neto et al., 2008; Xue, 2007). Com isto, considerando uma célula 
cúbica com um vazio esférico no seu interior, Gurson derivou a função de cedência, definida 
pela equação (3.1), em que   ( ) é o segundo invariante do tensor das tensões desviadoras 
(recorde-se os invariantes dos tensores no Anexo B),   é a pressão hidrostática (primeiro 
invariante do tensor das tensões), e    é a tensão de cedência atual do material. 
    ( )  
 
 
(           [
  
   
])  
     (3.1) 
3.2.1. Evolução da fração volúmica 
A dedução da lei de evolução da fração volúmica assenta na lei da conservação da massa 
e na suposição de que a deformação volumétrica elástica é desprezável (de Souza Neto et al., 
2008; Reis, 2009).  
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 O material considerado é um material poroso, com vazios dispersos numa matriz sólida. 
Então a densidade do material pode ser dada por: 
        (3.2) 
onde    é a densidade do material da matriz e    é o volume total de sólido por unidade de 
volume do material poroso. A soma do volume de sólido por unidade de volume com a fração 
volúmica de vazios é igual à unidade, como se expressa de seguida: 
        (3.3) 
Combinando as expressões (3.2) e (3.3) obtém-se a seguinte relação entre a fração volúmica 
de vazios e a densidade do material e da matriz: 
    (   )  (3.4) 
Derivando esta expressão em ordem ao tempo obtém-se: 
 ̇   ̇ (   )     ̇  (3.5) 
e como a matriz é incompressível em regime plástico, e se despreza a deformação volumétrica 
elástica, a densidade da matriz não se altera. Substituindo  ̇    na expressão anterior fica-
se com: 
 ̇   
 ̇
  
  
 ̇
 
(   )  (3.6) 
Pela lei da conservação da massa sabe-se que: 
  ̇   
 ̇
 
  (3.7) 
Assim sendo, uma vez que a deformação volumétrica elástica é desprezável, pode-se aplicar a 
seguinte simplificação: 
  ̇    ̇
   
 ̇
 
  (3.8) 
e substituindo-se em (3.6) obtém-se a lei da evolução da fração volúmica em função da 
evolução da deformação volumétrica plástica: 
 ̇  (   )  ̇
   (3.9) 
O tensor das deformações plásticas neste caso é expresso por: 
 ̇   ̇
  
  
  ̇ [  
 
 
       (
  
   
)  ]  (3.10) 
sendo a sua componente volumétrica dada pela expressão (3.11): 
  ̇
      ̇   ̇       (
  
   
)  (3.11) 
Substituindo em (3.9), a expressão para a evolução do dano fica: 
 ̇   ̇(    )      (
  
   
)  (3.12) 
A evolução da variável de dano pode ser positiva ou negativa, simulando o aumento ou a 
diminuição da fração volúmica de vazios, sendo esta última possível em solicitações de 
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compressão, o que pode ser interessante em certas aplicações (de Souza Neto et al., 2008). 
Este facto pode ser verificado no exemplo numérico apresentado posteriormente. 
O modelo de Gurson original obriga a que seja definida um valor inicial não nulo para a 
variável de dano, isto é, a porosidade inicial do material, caso contrário não há evolução do 
dano, como se pode verificar pela equação (3.12), e o modelo torna-se equivalente ao de von 
Mises (igualando     em (3.1), a função de cedência coincide nos dois modelos). Isto 
representa uma dificuldade na definição das propriedades do material, uma vez que não é fácil 
definir a porosidade inicial de um material. 
3.3. Modelo de Gurson-Tvergaard-Needleman (GTN) 
De modo a diminuir o impacto deste problema foram implementadas algumas melhorias 
no modelo original. No início da década de 1980, Tvergaard e Needleman propuseram 
alterações ao modelo de Gurson de modo a incluir a nucleação de vazios, permitindo assim 
uma evolução da variável de dano mesmo que esta seja nula inicialmente, e também para 
traduzir o efeito da coalescência de vazios (Tvergaard & Needleman, 1984). 
3.3.1. Efeito da nucleação de vazios 
Com a acumulação de deformação plástica surgem novos vazios no material, sendo este 
mecanismo designado por nucleação. Na expressão da evolução do dano introduz-se a 
componente de nucleação, que é somada à contribuição do crescimento dos vazios, resultando 
em: 
 ̇    ̇    ̇  (3.13) 
onde a componente de crescimento é definida da forma já anteriormente descrita: 
  ̇  (   )  ̇
   (3.14) 
A componente de nucleação, dada a complexidade deste fenómeno, é definida considerando 
uma distribuição normal, dada peça expressão (3.15): 
  ̇     ̅̇
   (3.15) 
em que    é dado por: 
   
  
  √  
 
 
 
 
(
( ̅    )
  
)
 
  (3.16) 
sendo    a fração volúmica de vazios a nuclear,    o valor médio da distribuição normal e    
o seu desvio padrão. 
3.3.2. Efeito da coalescência de vazios 
Este efeito traduz a interação entre os vários vazios presentes na matriz, quando atingem 
um determinado volume, que leva a um acréscimo da perda de capacidade de carga do 
material. Para a sua introdução no modelo, utiliza-se uma variável de dano corrigida que é 
dada por: 
  ( )  {
                                     
   
 
  
   
     
(    )            
 (3.17) 
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onde    é o valor da fração volúmica a partir do qual ocorre coalescência,    é o seu valor na 
fratura, e    é uma constante definida posteriormente. 
Tal como se pode verificar na Figura 3.1, quando a variável de dano atinge o valor crítico 
para coalescência, a sua taxa de crescimento aumenta, deixando de corresponder à fração 
volúmica de vazios no material. 
 
Figura 3.1 – Efeito da introdução do mecanismo de coalescência de vazios (Xue, 2008). 
3.3.3. Função de cedência 
A função de cedência do presente modelo, definida pela equação (3.18): 
  (
 
  
)
 
     
     [
    
   
]       
      (3.18) 
inclui os fatores de correção         , sendo o primeiro fator também utilizado na expressão 
(3.17). Tvergaard definiu os valores ótimos para estes fatores como sendo:             e 
     
 . 
Mesmo com as melhorias propostas o modelo de Gurson, sendo aplicável em variados 
casos, apresenta algumas limitações: 
 Mesmo com a capacidade de simular tanto o aumento como a diminuição da 
fração volúmica, em solicitações cíclicas o modelo de Gurson não permite simular 
o dano por fadiga (de Souza Neto et al., 2008); 
 O processo de degradação de um material é mais complexo do que a simples 
existência e crescimento de vazios no material (Reis, 2009); 
 Existe uma grande dependência dos valores dos parâmetros definidos: fração 
volúmica a nuclear   , média e desvio padrão do valor da deformação plástica 
acumulada para a nucleação      , fração volúmica a partir da qual há 
coalescência    e fração volúmica na rotura   , e a sua determinação não é fácil 
(Reis, 2009; Xue, 2007); 
 Os resultados obtidos para solicitações de corte não são realistas, uma vez que a 
pressão hidrostática é praticamente nula nestes casos, e então não se verifica 
evolução da variável de dano (Malcher, 2012; Nahshon & Hutchinson, 2008; Reis 
et al., 2010; Xue, 2007) 
Análise do Dano Dúctil Baseada em Modelos Multiescala 
21 
3.4. Mecanismos de dano de corte 
Ao longo dos últimos anos têm sido propostas várias leis do dano de corte, de modo a 
ultrapassar a última limitação enumerada anteriormente. Uma descrição de algumas destas 
propostas é feita em (Malcher, 2012). 
Xue (Xue, 2007; Xue, 2008) propõe a introdução no modelo GTN de uma variável de 
dano de corte deduzida com base no estudo de (McClintock et al., 1966), onde é definida a 
condição de coalescência de vazios numa banda de corte. Em (Reis, 2009) foi implementada a 
introdução desta variável no modelo original de Gurson.  
Nahshon e Hutchinson (Nahshon & Hutchinson, 2008) propuseram um mecanismo de 
dano de corte baseado em aspetos fenomenológicos. 
A introdução da variável de dano de corte nos modelos de Gurson consiste na definição 
de uma variável de dano  , cuja evolução é caracterizada por (3.19), em que se considera a 
componente da nucleação e crescimento dos vazios, tal como anteriormente, somada à 
variável de dano de corte considerada: 
 ̇   ̇   ̇       (3.19) 
A função de cedência do modelo GTN é então dada por: 
  (
 
  
)
 
         [
    
   
]       
     (3.20) 
De seguida são apresentados alguns dos mecanismos de corte propostos na literatura. 
3.4.1. Dano de corte de Xue 
Para o caso bidimensional, considerando uma célula quadrada com um vazio central 
deformada em corte, como representado na Figura 3.2, a distância mínima entre fronteiras 
inicial é dada por: 
  
 
 
    (3.21) 
A deformação de corte pode ser relacionada com o ângulo   da seguinte forma: 
        (3.22) 
Tendo em conta que o volume neste caso não se altera, assume-se que a posição relativa entre 
o vazio e a célula se mantém constante, e então a distância mínima entre fronteiras após 
deformação é dada por: 
          √
 
    
  (3.23) 
Com base no conceito de deformação logarítmica define-se na equação (3.24) uma 
deformação artificial associada à redução da distância mínima entre fronteiras: 
       
 
  
   √      (3.24) 
Para pequenas deformações de corte esta expressão pode ser aproximada por: 
     
 
 
    (3.25) 
Análise do Dano Dúctil Baseada em Modelos Multiescala 
22 
De acordo com a condição definida em (McClintock et al., 1966), o valor desta deformação 
para que a fronteira do vazio intersecte a fronteira da célula é: 
       
 
  
  (3.26) 
 
Figura 3.2 – Esquema utilizado em (Xue, 2008) para a dedução da variável de dano de corte. 
Xue (Xue, 2008) afirma que para pequenas frações volúmicas de vazios este limite pode ser 
aproximado por: 
     
 
  
  (3.27) 
Com isto, define-se a variável de dano ao corte como o quociente entre o valor da 
deformação definida por (3.25) e o seu valor máximo (3.27): 
       
 
  
 
 
  
  (3.28) 
A variável de dano pode ser expressa em função da fração volúmica de vazios, que é dada 
pela expressão (3.29): 
  
   
  
  (3.29) 
 Rearranjando esta expressão, e substituindo-a no denominador da expressão (3.28), resulta: 
       
 
  
 
√
 
  
   (3.30) 
Para pequenas frações volúmicas, e no caso de corte puro, como   √    , a expressão 
(3.30) pode ser expressa por: 
       
 
√ 
 
 
    
   (3.31) 
e a evolução da variável de dano resulta: 
 ̇      
 
√ 
 
 
      ̇   (3.32) 
De forma genérica, a evolução da variável de dano de corte de Xue é: 
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 ̇         
       ̇   (3.33) 
onde, de acordo com o autor, para o caso bidimensional         e      ⁄ , e para 
problemas tridimensionais         e      ⁄ . Estes valores estão afetados por um fator 
de    , chamando-se a atenção para este facto em (Butcher & Chen, 2009). 
3.4.2. Dano de corte de Nahshon-Hutchinson 
Em (Nahshon & Hutchinson, 2008) é sugerida uma variável de dano de corte, baseada em 
aspetos fenomenológicos, cuja evolução é dada por: 
 ̇        
    
 
  (3.34) 
em que   é uma constante de calibração que determina a intensidade da taxa do crescimento 
do dano em corte puro,   a tensão equivalente de von Mises, e      representa o trabalho 
plástico. Esta expressão pode ser reescrita da seguinte forma: 
 ̇        
    
 
    ̅̇   (3.35) 
sendo  ̅̇  a taxa de deformação plástica equivalente. 
3.4.3. Dano de corte de Butcher-Chen 
Em (Butcher & Chen, 2009) são propostas algumas melhorias à variável de dano 
proposta por Xue. Em primeiro lugar, considera-se a dedução da variável de dano de corte 
sem efetuar simplificações, obtendo-se a expressão: 
       
  (    )
  (
 
 )
  (3.36) 
onde   é a relação entre o raio do vazio na direção do corte e a distância entre vazios nessa 
mesma direção, definido, tendo em conta a forma inicial do vazio, por: 
  (
 
 
 
  
  
 )
 
 
  (3.37) 
para um problema bidimensional, e para um problema tridimensional por: 
  (
 
 
 
  
  
 )
 
 
  (3.38) 
onde    reflete a forma do vazio e    a forma da célula considerada, sendo estes parâmetros 
obtidos por expressões semi-empíricas. 
Considerando pequenas frações volúmicas e corte puro, a evolução da variável de dano 
de corte pode ser dada por: 
 ̇      
 
  (   )
(
    
       
)   ̇   (3.39) 
3.4.4. Dependência da natureza da solicitação 
A variável de dano de corte foi definida anteriormente para solicitações de corte puro. No 
entanto, geralmente as solicitações combinam corte e tração, pelo que é necessário quantificar 
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o efeito do dano de corte tendo em conta a natureza da solicitação. Para tal introduz-se uma 
função   que varia entre o valor nulo para tração pura, e 1 para corte puro. 
Para esta função, Xue (Xue, 2008) utiliza a seguinte expressão: 
     
     
 
  (3.40) 
em que    é o ângulo de Lode, definido por: 
         [
 
√ 
(
 (     )
     
  )]  (3.41) 
onde   ,    e    são as tensões desviadoras principais. Butcher (Butcher & Chen, 2009) utiliza 
esta mesma estratégia na generalização da variável de corte para outros estados de tensão. 
Em (Nahshon & Hutchinson, 2008) propõe-se uma função que depende do 3º invariante 
normalizado do tensor das tensões desviadoras, expressa por: 
     (
    
   
)
 
  (3.42) 
onde    é o terceiro invariante da componente desviadora do tensor das tensões, definido no 
Anexo B. 
As variáveis de dano de Xue, Nahshon-Hutchinson e Butcher-Chen considerando a sua 
dependência do nível de corte da solicitação são então descritas respetivamente pela equações 
(3.43), (3.44) e (3.45): 
 ̇      
 
√ 
 
 
      ̇     (3.43) 
 ̇         ̅̇
     (3.44) 
 ̇      
  
  (   )
(
    
       
)   ̇   (3.45) 
3.5. Exemplo de aplicação: flexão de uma viga 
Nesta secção, o problema da flexão de uma viga em três pontos é resolvido 
numericamente, utilizando o modelo de von Mises como referência, e o modelo de Gurson 
com dois valores de porosidade inicial distintos: 1% e 10%. 
A geometria do problema é representada na Figura 3.3. A viga tem 50 mm de 
comprimento e uma altura de 2,5 mm. É carregada nas suas extremidades com uma força 
vertical de 51,5 kN, e tem um apoio simples central. Considera-se que a largura é de grande 
dimensão, tratando-se assim de um problema em estado plano de deformação. Dada a 
simetria, apenas metade do domínio é discretizado, utilizando-se uma malha de 160 
elementos, tal como representado na Figura 3.4. 
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Figura 3.3 – Geometria do problema de flexão de viga. 
 
Figura 3.4 – Malha utilizada na simulação da flexão de uma viga. 
Utilizou-se o programa académico Hyplas na resolução deste problema, com elementos 
de quatro nós, do tipo F-bar (de Souza Neto et al., 2008). 
A viga é modelada com as propriedades da liga de alumínio 2024 – T351, apresentadas 
na Tabela 3.1. 
Tabela 3.1 – Propriedades da liga de alumínio 2024 – T351. 
Módulo de Young (E): 72,4 GPa 
Coeficiente de Poisson (ν): 0,33 
Tensão de cedência (σy0): 352 MPa 
Lei de encruamento: σ=352+853,4 ̅      MPa 
3.5.1. Resultados obtidos 
Na Tabela 3.2 é apresentado o deslocamento vertical no ponto de carregamento em cada 
um dos casos considerados. 
Tabela 3.2 – Deslocamento vertical no ponto de carregamento. 
Modelo Deslocamento vertical [mm] Desvio 
Von Mises 14,88 - 
Gurson (f0=0,01) 15,17 1,95% 
Gurson (f0=0,1) 18,01 21,03% 
Na Figura 3.5 é representada a distribuição da tensão equivalente obtida com o modelo de 
von Mises. 
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Figura 3.5 – Distribuição da tensão equivalente [Pa] obtida com o modelo de von Mises. 
Na Figura 3.6 e na Figura 3.7 é representada a distribuição da tensão equivalente e da 
fração volúmica obtida em cada um dos casos considerados para o modelo de Gurson. 
 
Figura 3.6 – Distribuição da tensão equivalente [Pa] (esquerda) e da fração volúmica de vazios 
(direita) obtida com o modelo de Gurson, f0=0,01. 
 
 
Figura 3.7 – Distribuição da tensão equivalente [Pa] (esquerda) e da fração volúmica de vazios 
(direita) obtida com o modelo de Gurson, f0=0,1. 
3.5.2. Análise dos resultados 
Analisando a Tabela 3.2 verifica-se que a presença de dano leva a deslocamentos 
superiores para a mesma carga, simulando-se assim a perda de propriedades do material. Com 
o aumento da fração volúmica inicial há um aumento dos deslocamentos tal como era de 
esperar. 
As tensões encontram-se localizadas na parte superior, onde se verifica tração, e na parte 
inferior da viga, em que há compressão, na zona próxima do ponto de apoio central. Apesar 
de as deformações serem superiores com o aumento do dano inicial, as tensões equivalentes 
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são inferiores nesses casos. Isto relaciona-se com o facto de a existência de dano influenciar a 
superfície de cedência, levando a que se entre em plasticidade com menores valores de tensão 
equivalente, e a maiores valores de deformação plástica. 
É possível verificar que a variável de dano tem uma evolução positiva nas zonas em 
tração, e nas zonas sujeitas a compressão o seu valor é inferior ao valor inicial, confirmando-
se assim a capacidade deste modelo retratar a diminuição da porosidade quando o material é 
sujeito a solicitações de compressão. 
3.6. Conclusão 
Neste capítulo introduziu-se o modelo de Gurson, que caracteriza o dano num material 
com o crescimento de vazios no seu interior, bem como os seus pressupostos e equações que 
o caracterizam. Foram também expostas as variações que resultam da implementação de 
melhoramentos por diferentes autores, com o intuito de enriquecer o modelo com diferentes 
mecanismos de dano num material, nomeadamente a nucleação e coalescência de vazios 
(Tvergaard & Needleman, 1984) e o efeito do dano de corte (Butcher & Chen, 2009; Nahshon 
& Hutchinson, 2008; Xue, 2008). No final é resolvido um exemplo numérico utilizando o 
modelo de Gurson original, considerando dois valores de porosidade inicial distintos, e 
comparando com os resultados obtidos com o modelo de von Mises. Com este exemplo 
verifica-se a simulação da perda de capacidade de carga do material com a introdução do 
mecanismo de dano. 
É de realçar que são apresentadas na literatura formas de introduzir o efeito do dano de 
corte alternativas à apresentada neste capítulo, em que a componente do dano de corte é 
incorporada na variável de dano global. Em (Malcher, 2012) são introduzidas duas variáveis 
de dano distintas na função de cedência: a primeira associada ao crescimento volumétrico dos 
vazios, e a segunda à parte desviadora, de modo a contemplar o efeito de corte. 
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4. Modelos Multiescala 
4.1. Introdução 
Os modelos constitutivos macroscópicos, geralmente utilizados na caracterização do 
comportamento dos materiais, principalmente nos metais, têm origem em considerações 
fenomenológicas ou micromecânicas. Na sua aplicação considera-se que o material é um meio 
homogéneo, e geralmente estão associadas hipóteses de isotropia. No entanto, ao nível da 
microestrutura existem heterogeneidades, como por exemplo vazios, inclusões, precipitados e 
diferentes fases do metal, que têm um comportamento que pode afetar as suas propriedades 
globais. Por este motivo, os modelos macroscópicos podem apresentar limitações em alguns 
casos. Apesar destas limitações, é de referir que estes modelos conseguem bons resultados na 
simulação de várias situações. 
Com os modelos multiescala propõe-se uma análise recorrendo a informação proveniente 
de diferentes escalas. Na aplicação a problemas de Mecânica dos Sólidos considera-se duas 
escalas: a macroescala e a microescala. 
4.2. Apresentação do conceito 
Explicando brevemente, os modelos multiescala baseiam-se na consideração de que cada 
ponto infinitesimal no domínio do problema global/macroscópico é tratado como sendo um 
Elemento de Volume Representativo (RVE) da microestrutura do material. O tensor de 
deformações macroscópicas no ponto considerado, devido às solicitações impostas ao corpo, é 
aplicado ao RVE correspondente, dando origem a um sub-problema à microescala. Com a 
resolução deste problema obtém-se o campo de tensões à escala microscópica, que é 
homogeneizado para o tensor de tensões no ponto à escala macroscópica. Esta transformação 
é feita geralmente nos pontos de integração, onde é necessário obter a informação proveniente 
do nível microscópico, para que se obtenham os valores das tensões de modo à resolução do 
problema macroscópico. 
O processo de transição das propriedades microscópicas para as suas correspondentes ao 
nível macroscópico baseia-se numa média estendida ao volume do RVE e é designado por 
homogeneização (Molina, 2007). A técnica de homogeneização utilizada presentemente foi 
introduzida em (Nemat-Nasser, 1999). 
Na Figura 4.1 é apresentado um esquema com o qual se pretende representar o 
funcionamento básico de um modelo multiescala. 
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Figura 4.1 – Esquema do conceito de modelos multiescala. 
Apesar de apenas recentemente ter ganho mais notoriedade e despertado o interesse no 
campo da simulação numérica, o conceito da utilização de um RVE na caracterização da 
microestrutura de um material surgiu já por volta de 1963, pela mão de Hill (Hill, 1963). 
Pode-se dizer que a modelação multiescala consiste na resolução de vários sub-problemas de 
equilíbrio, ao nível microscópico, no RVE, dentro do problema global à escala macroscópica. 
Os modelos multiescala têm um grande potencial de aplicação na simulação de processos 
que envolvam solicitações complexas, nas quais o comportamento da microestrutura é 
determinante na resposta do material, e por outro lado podem ser utilizados no 
desenvolvimento, verificação ou na otimização de modelos constitutivos macroscópicos 
(Giusti et al., 2009; Molina, 2007). 
Estes modelos exigem um grande esforço computacional, no entanto este pode ser 
minimizado utilizando: i) cálculo paralelo (Feyel & Chaboche, 2000; Matsui et al., 2004), em 
que o problema é separado em diversas partes, e aproveitando a arquitetura dos computadores 
atuais, cada parte é analisada num CPU distinto, procedendo-se no final à combinação das 
diferentes partes para se obter a resolução completa; e ii) utilização seletiva (Ghosh et al., 
2001), em que partes do domínio macroscópico que não são críticas são analisadas sem 
recorrer à transição entre escalas, com base em modelos constitutivos macroscópicos, por 
exemplo. 
Os modelos multiescala são atrativos e têm grande potencial de desenvolvimento e 
utilização dadas as suas vantagens. Algumas delas são apontadas em (Molina, 2007) e (Reis, 
2011), e são resumidas de seguida: 
 É possível incluir a informação relativa à microestrutura do material, bem como a 
sua evolução e interação entre os diversos constituintes, na resolução do 
problema; 
 A nível macroscópico não é necessário ter em conta considerações relacionadas 
com modelos constitutivos; 
 Permitem a implementação de rotações e deformações finitas em ambas as 
escalas; 
 Resolve-se problemas lineares e não-lineares e com dependência do tempo; 
 Pode ser considerado qualquer tipo de material; 
 Qualquer técnica de cálculo, para além do MEF, pode ser utilizada para a 
resolução do problema; 
 Admite-se qualquer forma geométrica para a microestrutura modelada no RVE; 
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 A resposta global é sempre resultante da microestrutura, independentemente da 
forma como é modelada. 
Este capítulo é baseado principalmente em (de Souza Neto & Feijóo, 2006) e (Reis, 
2011), que apresentam uma descrição bastante pormenorizada da análise à microescala do 
problema. Em primeiro lugar será apresentada a definição de Elemento de Volume 
Representativo, e de seguida expõe-se o modelo matemático que define a análise multiescala 
aplicada à resolução de problemas da Mecânica dos Sólidos. Posteriormente introduz-se a 
formulação utilizada para a resolução do problema microscópico, com as diferentes condições 
de fronteira que podem ser aplicadas ao RVE, e a estratégia de discretização. Por fim 
apresenta-se a estrutura do programa de análise microscópica utilizado neste trabalho. 
4.2.1. Definição de um Elemento de Volume Representativo (RVE) 
Um Elemento de Volume Representativo (RVE) é utilizado para descrever a 
microestrutura do material, estando associado a um ponto no problema macroscópico, e sendo 
assim uma forma prática de lidar com as propriedades do material ao nível microscópico, que 
têm influência no seu comportamento global. 
A informação relativa à microestrutura armazenada nos RVE depende da escolha da sua 
dimensão. Se forem utilizados RVE de dimensão tal que apenas uma parte das 
heterogeneidades presentes seja captada, a microestrutura não é corretamente caracterizada. 
Um RVE deve ser estatisticamente representativo, isto é, deve ter uma dimensão que inclua o 
maior número possível de heterogeneidades que representa em termos médios a 
microestrutura do material. Na Figura 4.2 é apresentada a microestrutura de um aço e um 
possível RVE caracterizando a matriz, a segunda fase e inclusões. 
 
Figura 4.2 – Microestrutura de um aço com um possível modelo para o RVE (Microfotografia 
disponível em (Laboratory), modelo do RVE de (Reis, 2011)). 
Comparativamente com o comprimento característico do domínio do problema global, o 
tamanho do RVE deve ser muito menor. Assim, pode-se dizer que o tamanho do RVE (    ) 
deve ser muito superior ao comprimento característico das heterogeneidades (    ) presentes 
na microestrutura, mas muito inferior ao comprimento característico do domínio 
macroscópico (      ): 
                  
Este é o princípio de separação de escalas, introduzido em (Hashin, 1983). Para que se garanta 
a condição de continuidade, o tamanho do RVE deve também ser muito superior à escala das 
estruturas atómicas (Reis, 2011). 
A seleção de singularidades e heterogeneidades que são modeladas no RVE depende da 
natureza do material, e os fenómenos complexos incorporados, como por exemplo dano ou 
Análise do Dano Dúctil Baseada em Modelos Multiescala 
32 
contacto entre superfícies dos vazios, só deverão ser considerados se tiverem influência 
efetiva nas propriedades globais (Reis, 2011).  
No presente caso utiliza-se uma abordagem de primeira ordem, pelo que no modelo do 
RVE é a proporcionalidade entre os vários constituintes que deve ser respeitada. No caso de 
abordagens de segunda ordem, o tamanho do modelo do RVE é importante nos resultados 
obtidos (Kouznetsova et al., 2004). 
4.3. Modelo 
Considerando um ponto infinitesimal   ao nível macroscópico, este é representado 
microscopicamente por um RVE, cujo domínio é definido por    e a sua fronteira por    . 
Um ponto infinitesimal no domínio macroscópico é representado por  . A parte sólida do 
domínio do RVE é separada da parte correspondente aos vazios, ficando então dois 
subdomínios, o primeiro,   
 , relativo à matriz, inclusões e diferentes fases, e o segundo,   
 , 
correspondente aos vazios. 
A perturbação ao equilíbrio no RVE é definida pela deformação macroscópica no ponto 
 . Para deformações finitas, que é o caso aqui tratado, o tensor utilizado para relacionar a 
configuração de referência com a configuração deformada é o gradiente de deformação  , o 
tensor utilizado para as deformações é o tensor de Hencky  , e no caso das tensões utiliza-se 
o primeiro tensor de Piola-Kirchhoff  . O problema é então resolvido à escala microscópica, 
tendo em conta condições cinemáticas aplicadas na fronteira do RVE que serão analisadas 
posteriormente. Um esquema desta estratégia é apresentado na Figura 4.3. 
 
Figura 4.3 – Representação da estratégia utilizada nos modelos multiescala (adaptado de (Reis, 
2011)). 
4.3.1. Homogeneização 
O processo de homogeneização, que permite a transição entre a microescala e a 
macroescala consiste numa média da variável considerada ao longo do volume do RVE. 
Considerando um campo genérico no RVE  ( ), a sua homogeneização para o ponto ao nível 
macroscópico é dada por (4.1): 
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 ( )  
 
   
∫  ( )  
   
  (4.1) 
É de notar que a homogeneização é feita em relação ao domínio na configuração não 
deformada, pois na formulação do problema será utilizado o Teorema dos Trabalhos Virtuais, 
que é um princípio variacional que se baseia no trabalho de forças aplicadas na configuração 
inicial. 
4.4. Formulação 
A formulação para o problema à microescala baseia-se num princípio variacional, o 
Teorema dos Trabalhos Virtuais. Considera-se grandes deformações, e portanto os tensores 
utilizados para as deformações e tensões são o tensor de Henky e o primeiro tensor e Piola-
Kirchhoff. 
De forma a se estruturar e organizar melhor a apresentação da formulação, consideram-se 
cinco etapas: 
 Aplicação do gradiente de deformação macroscópico ao RVE; 
 Definição dos deslocamentos admissíveis no RVE; 
 Equilíbrio no RVE; 
 Homogeneização das tensões; 
 O Princípio de Hill-Mandel. 
4.4.1. Aplicação do gradiente de deformação macroscópico ao RVE 
O gradiente de deformação no ponto   é aplicado ao RVE, tendo em conta o conceito já 
apresentado de homogeneização, pelo que se obtém a seguinte relação: 
 (   )  
 
   
∫  (   )  
   
  (4.2) 
O gradiente de deformação genericamente é dado por (2.5), portanto pode-se reescrever 
(4.2) da seguinte forma: 
 (   )  
 
   
∫      (   )  
   
 
                
 
   
∫    (   )  
   
  
(4.3) 
De acordo com o teorema de Gauss, apresentado no Anexo C, pode-se escrever: 
 (   )    
 
   
∫  (   )   ( )  
    
  (4.4) 
4.4.2. Deslocamentos admissíveis no RVE 
Considerando a restrição imposta pela expressão (4.4), introduz-se o conceito de conjunto 
de deslocamentos microscópicos cinematicamente admissíveis minimamente restringidos: 
   {                               ( (   )   )  ∫  (   )   ( )  
    
}  (4.5) 
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O campo de deslocamentos no RVE pode ser separado na sua componente linear, que 
varia linearmente com as coordenadas na configuração não deformada, e na flutuação do 
deslocamento  ̃: 
 (   )  ( (   )   )   ̃(   )  (4.6) 
Considerando a definição dada pela expressão (2.5) para o gradiente de deformação 
microscópico, e substituindo a expressão do campo de deslocamentos microscópicos (4.6) 
obtém-se: 
 (   )       (   ) 
                  [( (   )   )   ̃(   )] 
               (   )     ̃(   )  
(4.7) 
em que se observa que o gradiente das deformações microscópicas é composto pela 
deformação homogénea imposta e pela parte correspondente à flutuação dos deslocamentos 
microscópicos. 
Substituindo a expressão (4.7) em (4.2) resulta: 
 (   )  
 
   
∫  (   )     ̃(   )  
   
 
               (   )  
 
   
∫    ̃(   )  
   
  
(4.8) 
Com base na expressão anterior, obtém-se a restrição mínima cinematicamente admissível: 
∫    ̃(   )  
   
 ∫  ̃(   )   ( )   
    
   (4.9) 
e introduz-se o conceito de conjunto de flutuações de deslocamentos microscópicos 
cinematicamente admissíveis minimamente restringido: 
 ̃  { ̃                           ∫  ̃(   )   ( )   
    
 }  (4.10) 
Com isto é também possível definir o conjunto de deslocamentos virtuais no RVE, que é 
necessário para que se utilize o teorema dos trabalhos virtuais na obtenção da forma fraca da 
equação de equilíbrio. O deslocamento virtual pode ser dado pela diferença entre dois 
deslocamentos admissíveis, portanto o conjunto de deslocamentos virtuais pode ser expresso 
por (4.11): 
   {                  }  (4.11) 
Uma vez que a condição de restrição mínima tem de ser verificada, então o conjunto de 
deslocamentos virtuais no RVE coincide com o conjunto de deslocamentos minimamente 
restringido: 
    ̃   (4.12) 
Por hipótese, assume-se que o conjunto de velocidades de flutuação cinematicamente 
admissíveis pertence ao conjunto de deslocamentos virtuais: 
 ̇̃      (4.13) 
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4.4.3. Equilíbrio do RVE 
As equações que definem a forma forte da formulação do problema do equilíbrio no 
RVE, considerando deformações finitas, são apresentadas em (4.14): 
{
 
 
 
 
    (   )      (   )             
  
    (   )      (   )             
  
 (   ) ( )      
 (   )               
‖ (   ) ( )‖                                  
  
 (4.14) 
Neste conjunto de equações, as duas primeiras equações definem o equilíbrio de quantidade 
de movimento no domínio do RVE, sendo a primeira equação referente à parte sólida do 
domínio, e a segunda referente aos vazios. Esta é satisfeita trivialmente considerando que não 
existe qualquer fluido ou pressão no seu interior. A terceira equação define o equilíbrio na 
fronteira do RVE. Por fim, na quarta equação garante-se a continuidade impondo-se que o 
“salto”, isto é a descontinuidade do campo, é nulo na interface sólido-vazio.  
A formulação fraca, obtida pelo Teorema dos Trabalhos Virtuais, é expressa pela equação 
(4.15), que traduz um equilíbrio entre as forças internas devidas à deformação (primeira 
parcela) e as forças de volume e de fronteira. 
∫  (   )     
   
 ∫     (   )    
   
 
 ∫     
 (   )    
    
 
                                   ∫     
 (   )    
    
 
            
(4.15) 
Na equação anterior,     
  define a tração nas superfícies internas (nos limites dos vazios) por 
unidade de área não deformada, que se anula no caso dos vazios não estarem preenchidos com 
qualquer fluido nem estarem sujeitos a pressões, como é considerado neste trabalho. 
4.4.4. Homogeneização das tensões 
A homogeneização do tensor das tensões utilizado é feita com a simples aplicação do 
conceito de homogeneização, anteriormente descrito na equação (4.1), ao primeiro tensor de 
Piola-Kirchhoff: 
 (   )  
 
   
∫  (   )  
   
  (4.16) 
Esta relação pode ser reescrita em (4.17): 
 (   )  
 
   
∫  (   )   
   
 
              
 
   
∫  (   )(   )
 
  
   
  
(4.17) 
e aplicando a relação apresentada no Anexo D, pode-se desenvolver da seguinte forma: 
 (   )  
 
   
[∫  (   ) ( )     
    
 ∫     (   )     
   
]  (4.18) 
Tendo em conta as equações de equilíbrio no RVE, dadas pelo conjunto de equações (4.14), a 
expressão anterior pode ser escrita: 
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 (   )  
 
  
[∫     
 (   )     
  
 ∫     (   )     
  
]  (4.19) 
O tensor de Cauchy homogeneizado deve ser obtido a partir da relação (2.15), com o 
primeiro tensor de Piola-Kirchoff homogeneizado, obtido na expressão anterior, e o gradiente 
de deformação macroscópico, resultando: 
 (   )  
 (   ) (   ) 
    (   )
  (4.20) 
De notar que o resultado obtido desta forma é diferente do que se obtém por homogeneização 
do tensor de Cauchy microscópico (de Souza Neto & Feijóo, 2008), isto é: 
 
   
∫  (   )  
   
 
 (   ) (   ) 
    (   )
  (4.21) 
4.4.5. Princípio de Hill-Mandel 
O Princípio de Hill-Mandel é utilizado para se estabelecer a ligação entre os dois 
domínios, através de considerações energéticas, impondo um fluxo da mesma quantidade de 
energia em ambas as escalas. 
Considerando os tensores utilizados para grandes deformações, este princípio energético 
é expresso por: 
 (   )  ̇(   )  
 
   
∫  (   )  ̇(   )  
   
  (4.22) 
isto é, a potência à macroescala é igual à média no volume do RVE da potência à microescala. 
Esta relação deve ser verificada para qualquer campo de tensões microscópicas no equilíbrio 
 (   ) e de derivadas temporais do gradiente de deformação microscópicas admissíveis: 
 ̇(   )    ̇(   ) 
               ̇(   )    ̇̃(   )  
(4.23) 
Substituindo a expressão da derivada temporal do gradiente de deformação obtida na equação 
(4.23) em (4.22) resulta: 
 (   )  ̇(   )  
 
   
∫  (   )  ̇(   )   
   
 
   
∫  (   )   ̇̃(   )  
   
 
                             
 
   
 ̇(   ) ∫  (   )   
   
 
   
∫  (   )   ̇̃(   )  
   
  
(4.24) 
Recordando o conceito de homogeneização do tensor de tensões pode-se escrever: 
 (   )  ̇(   )   (   )  ̇(   )  
 
   
∫  (   )   ̇̃(   )  
   
  (4.25) 
concluindo-se então que a aplicação deste princípio impõe que seja satisfeita a seguinte 
condição: 
∫  (   )   ̇̃(   )  
   
   (4.26) 
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Integrando por partes o lado esquerdo da equação anterior, considerando a existência de 
vazios no domínio, obtém-se: 
 
∫  (   )   ̇̃(   )  
   
 ∫  (   ) ( )  ̇̃(   )  
    
 
                                             ∫     (   )  ̇̃(   )  
   
 
 
                                             ∫ ‖ (   ) ( )‖  ̇̃(   )  
    
 
 
                                             ∫     (   )  ̇̃(   )  
   
 
  
(4.27) 
Tendo em conta as equações de equilíbrio na forma forte apresentadas em (4.14), e assumindo 
que no interior dos vazios as forças de volume são nulas, a expressão obtida anteriormente 
pode-se escrever da seguinte forma: 
∫  (   )   ̇̃(   )  
   
 ∫     (   )  ̇̃(   )  
    
 
                                             ∫     (   )  ̇̃(   )  
   
 
  
(4.28) 
Uma vez que estes dois termos são independentes, a condição (4.26) traduz-se pelas equações 
(4.29) e (4.30): 
∫     (   )  ̇̃(   )  
    
    (4.29) 
∫     (   )  ̇̃(   )  
   
 
    (4.30) 
Recordando a hipótese representada por (4.13), estas condições podem ser reescritas da 
seguinte forma: 
∫     (   )    
    
              (4.31) 
∫     (   )    
   
 
              (4.32) 
sendo possível concluir que as forças de volume e de tração correspondem às reações 
necessárias para a materialização das condições de fronteira. 
4.4.6. Equilíbrio microscópico 
Com as restrições introduzidas pelo princípio de Hill-Mandel, e assumindo que os vazios 
não estão sujeitos a qualquer pressão interna, a equação de equilíbrio na forma fraca (4.15) 
simplifica-se para: 
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∫  (   )     
   
         (4.33) 
Com a equação anterior é possível enunciar o problema à microescala: pretende-se 
determinar o campo de flutuações dos deslocamentos admissível  ̃    , conhecendo-se o 
gradiente de deformação macroscópico e o histórico das variáveis internas no ponto 
infinitesimal macroscópico, de modo que a equação (4.33) seja satisfeita. 
4.5. Condições de fronteira 
São as diferentes condições de fronteira que podem ser aplicadas ao RVE que definem as 
diversas classes de modelos multiescala. As diferentes condições impostas levam a diferentes 
níveis de liberdade, obtendo-se diferenças significativas nos resultados, e devem ser 
escolhidas de acordo com o tipo de problema, material, e da natureza e distribuição dos 
constituintes no RVE. 
Na definição das condições de fronteira, a restrição cinemática (4.9), bem como as 
condições resultantes do princípio de Hill-Mandel (4.31) e (4.32), têm de ser satisfeitas. Nas 
seguintes secções serão apresentados quatro tipos de condições de fronteira. 
4.5.1. Hipótese de Taylor 
Esta condição é a mais restritiva, e também de aplicação mais simples. Impõe-se que o 
campo de flutuações de deslocamento é nulo: 
 ̃(   )     (4.34) 
ou seja, é aplicado um campo de deslocamentos linear definido por: 
 (   )  ( (   )   )   (4.35) 
e, como consequência, o gradiente de deformação microscópico coincide com o 
macroscópico: 
 (   )   (   )  (4.36) 
Face à severa restrição imposta ao campo dos deslocamentos por (4.34), as condições 
(4.9), (4.31) e (4.32) são automaticamente satisfeitas. 
No entanto, não é possível caracterizar interações entre diferentes fases na microestrutura, 
nem a interface sólido-vazio. Como consequência a rigidez do material é sobrestimada. 
Na Figura 4.4 é feita uma representação do tipo de deformação sofrida pelo RVE neste 
caso. 
 
Figura 4.4 – Representação esquemática da deformação de um RVE sob a hipótese de Taylor 
(adaptado de (Reis, 2011)). 
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4.5.2. Condição de fronteira linear 
Com esta condição assume-se que o campo da flutuação dos deslocamentos é nulo na 
fronteira do RVE: 
 ̃(   )              (4.37) 
sendo então o campo de deslocamentos, descrito do ponto de vista matemático por (4.38), 
linear em  : 
 (   )  ( (   )   )            (4.38) 
As equações (4.9) e (4.31) são automaticamente satisfeitas, uma vez que a flutuação é 
nula na fronteira. No entanto, a equação (4.32) apenas é verificada na ausência de forças de 
volume e acelerações. É de notar que se considera que a deformação do RVE ocorre de forma 
quasi-estática, pelo que as forças de inércia são desprezadas. 
A configuração deformada típica de um RVE sujeito a esta condição de fronteira é 
apresentada na Figura 4.5. 
 
Figura 4.5 – Representação esquemática da deformação de um RVE sujeito à condição de fronteira 
linear (adaptado de (Reis, 2011)). 
4.5.3. Condição de fronteira periódica 
A condição de fronteira periódica é apropriada para a descrição do comportamento de um 
material com uma microestrutura aproximadamente periódica no espaço. É uma das mais 
utilizadas pela comunidade científica, e com maior sucesso, dado que é a que apresenta 
melhor convergência das propriedades médias utilizando RVE de menores dimensões. Não é 
necessário que a parte da microestrutura representada no RVE seja periódica. 
Para a modelação desta condição fronteira, a fronteira do RVE é sempre dividida em duas 
partes iguais: uma positiva,   , e outra negativa,   , sendo que cada ponto pertencente à parte 
positiva,   , tem o seu par na parte negativa,   , e a cada um destes pontos está associado um 
vetor unitário exterior normal à fronteira tal que: 
 (   )    (  )  (4.39) 
Isto é, o vetor normal associado a um ponto da parte positiva    é simétrico ao vetor 
associado ao respetivo ponto na parte negativa   . 
Partindo agora da equação (4.9), que define o conjunto de flutuações de deslocamentos 
microscópicos cinematicamente admissíveis minimamente restringido, o integral ao longo da 
fronteira pode ser divido na parte positiva e na parte negativa: 
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∫  ̃(   )   ( )   
    
∫  ̃(    )    (  )  
  
 
                                              ∫  ̃(    )    (  )  
  
 
                                                 
(4.40) 
Tendo em conta a relação entre os vetores normais à superfície (4.39), pode-se reescrever esta 
equação da seguinte forma: 
∫  ̃(   )   ( )   
    
∫  ̃(    )    (  )  
  
 
                                            ∫  ̃(    )    (  )  
  
 
                                               
(4.41) 
sendo evidente que esta condição só se verifica caso as flutuações do deslocamento sejam 
simétricas na parte positiva e negativa da fronteira: 
 ̃(    )   ̃(    )  (4.42) 
A equação (4.32) é satisfeita na ausência de forças de volume e acelerações, tal como no 
caso anterior, e a equação (4.31) só é satisfeita com (4.43), obtendo-se um campo de trações 
anti-periódico: 
    ( 
   )       ( 
   ) (4.43) 
Na Figura 4.6 apresenta-se a deformação típica de um RVE sujeito a esta condição de 
fronteira. 
 
Figura 4.6 – Representação esquemática da deformação de um RVE sujeito à condição de fronteira 
periódica (adaptado de (Reis, 2011)). 
4.5.4. Tração uniforme na fronteira 
Esta é a menos restritiva das condições. É baseada no conceito de conjunto de flutuações 
de deslocamentos microscópicos cinematicamente admissíveis minimamente restringido: 
 ̃ 
     ̃  { ̃                           ∫  ̃(   )   ( )   
   
 }  (4.44) 
A introdução da restrição (4.31) leva a que a tração nos limites do RVE seja uniforme e 
igual à tração da tensão homogeneizada: 
 (   )  (   )   (   )  (   )  (4.45) 
A equação (4.32) só é satisfeita uma vez mais impondo: 
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    (   )     (4.46) 
isto é, na ausência de forças de volume e acelerações. 
Uma representação da deformação típica de um RVE sujeito a esta restrição é 
apresentada na Figura 4.7. 
 
Figura 4.7 – Representação esquemática da deformação de um RVE sujeito a tração uniforme na 
fronteira (adaptado de (Reis, 2011)). 
4.6. Aproximação por elementos finitos 
Para a resolução do problema à microescala utilizando o Método dos Elementos Finitos é 
necessário começar por definir a geometria do RVE, com as suas particularidades 
geométricas, e procedendo à sua discretização, isto é, construindo uma malha adequada. É 
também necessário conhecer as propriedades dos materiais constituintes, bem como as 
respetivas leis constitutivas, a condição de fronteira a aplicar, e o tipo de problema (estado 
plano de tensão ou deformação, ou problema axissimétrico, no caso bidimensional, ou um 
problema tridimensional). Por fim, a solicitação imposta é dada pelo gradiente de deformação 
proveniente do problema macroscópico, e define-se o número de incrementos em que este é 
aplicado. 
4.6.1. Estratégia incremental para a resolução do equilíbrio do RVE 
Para cada incremento de carga, procura-se o equilíbrio do RVE, isto é, encontrar o vetor 
de deslocamentos admissíveis tais que a equação (4.33) seja satisfeita. 
Considerando o incremento    , no qual é prescrito o gradiente de deformação 
microscópico     ( ), e conhecendo o conjunto de variáveis internas obtido no incremento 
anterior   ( ) e com o algoritmo que traduz as leis constitutivas aplicáveis ao RVE  ̂, o 
tensor de Piola-Kirchhoff microscópico atualizado é dado por: 
    ( )   ̂[    ( )   ( )]  (4.47) 
De acordo com o conceito de homogeneização do tensor de tensões pode-se escrever: 
    ( )  
 
   
∫  ̂[    ( )   ( )]
   
    (4.48) 
e recordando a definição do gradiente de deformação, a equação anterior pode ser reescrita da 
seguinte forma: 
    ( )  
 
   
∫  ̂[        ( )   ( )]
   
    (4.49) 
Aplicando o gradiente material à expressão (4.6), e substituindo em cima, obtém-se: 
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    ( )  
 
   
∫  ̂[    ( )     ̃   ( )   ( )]
   
    (4.50) 
A equação de equilíbrio na versão incremental é então definida por: 
∫  ̂[    ( )     ̃   ( )   ( )]
   
              (4.51) 
4.6.2. Discretização espacial 
A resolução de problemas utilizando o Método dos Elementos Finitos envolve sempre 
uma discretização espacial, considerando-se campos discretos no lugar de campos contínuos, 
e levando portanto a alterações nas equações que governam o problema, para que se adaptem 
a esta metodologia. 
O domínio do RVE discretizado, na configuração inicial, é representado por   
 , e o 
espaço dos deslocamentos virtuais admissíveis nesse domínio é   . A equação (4.51) para um 
domínio discreto é então escrita: 
∫     ̂[    ( )   
  ̃   ( )   ]
  
 
              (4.52) 
A matriz    representa o operador gradiente global aplicado a um domínio discreto, sendo 
construída com as derivadas das funções de forma correspondentes ao tipo de elementos 
utilizados, tal como foi introduzido na secção 2.3.2. 
Como esta equação é satisfeita para qualquer vetor de deslocamentos virtuais 
admissíveis, então: 
∫     ̂[    ( )   
  ̃   ( )   ]
  
 
      (4.53) 
A equação anterior representa o equilíbrio das forças internas no RVE, podendo ser reescrita 
da seguinte forma: 
    (    ( ))     (4.54) 
Esta equação não-linear é resolvida utilizando o método de Newton-Raphson, 
amplamente utilizado em cálculo numérico dada a sua convergência quadrática, apresentado 
genericamente no Anexo A, sendo necessário linearizar a equação. A sua linearização é dada 
por: 
    (    ( ))
( )
   (    ( ))
( )
  ̃( )(   )     (4.55) 
em cada iteração (   ) do método de Newton-Raphson, em que a incógnita é   ̃( )(   ). O 
campo da flutuação de deslocamentos é atualizado através da seguinte expressão: 
 ̃   
(   )( )   ̃   
( ) ( )    ̃( )(   )  (4.56) 
O vetor global de forças internas é obtido por assemblagem dos vetores de forças internas 
de todos os elementos: 
    (    ( ))  ⋃ ∫  
      ( )  
  
 
     
   
   (4.57) 
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e a matriz de rigidez global obtida por assemblagem das matrizes de rigidez elementares: 
  (   )  ⋃ ∫  
       
  
 
     
   
  (4.58) 
em que   é o módulo tangente espacial, definido pela expressão . 
Com a introdução das condições de fronteira já referidas, a equação (4.55) sofre 
alterações de modo a ter em conta as restrições impostas. Nas próximas secções são 
apresentadas as equações relativas à condição de fronteira linear, periódica e tração uniforme. 
É de ressaltar que, se for aplicada a hipótese de Taylor ao RVE, não se resolve esta equação. 
4.6.3. Condição de fronteira linear 
Recordando o que é apresentado na secção 4.5.2, com esta condição fronteira a flutuação 
na fronteira do RVE é nula. 
Dividindo o vetor de flutuação de deslocamentos na parte correspondente aos graus de 
liberdade associados ao interior  ̃  e à fronteira  ̃  do RVE: 
 ̃( )  { ̃
 
 ̃ 
}  (4.59) 
a matriz de rigidez e o vetor de forças internas podem também ser divididos nos mesmo 
termos, pelo que a equação (4.55) se pode reescrever: 
{
  
  
}
( )
 [ 
     
      
]
( )
{  ̃
 
  ̃ 
}
(   )
    (4.60) 
Como é um dado adquirido que  ̃   , então esta pode ser reduzida para: 
  
( )
    
( )
  ̃ 
(   )
   (4.61) 
4.6.4. Condição de fronteira periódica 
Neste caso é imposto que a flutuação do deslocamento nos pontos da parte positiva da 
fronteira seja igual à flutuação dos pontos respetivos na parte negativa. 
O campo da flutuação de deslocamentos pode ser dividido na parte correspondente aos 
graus de liberdade interiores  ̃ , associados à parte positiva  ̃  e à parte negativa  ̃  da 
fronteira do RVE: 
 ̃( )  {
 ̃ 
 ̃ 
 ̃ 
}  (4.62) 
Fazendo uma separação destes graus de liberdade na matriz de rigidez e no vetor de forças, o 
sistema a resolver apresenta-se da seguinte forma: 
{
  
  
  
}
( )
 [
         
         
         
]
( )
{
  ̃ 
  ̃ 
  ̃ 
}
(   )
    (4.63) 
Uma vez que  ̃   ̃ , pode-se simplificar o sistema para: 
{
  
     
}
( )
 [  
         
                      
]
( )
{  ̃
 
  ̃ 
}
(   )
   (4.64) 
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De modo a evitar movimentos de corpo rígido é necessário adicionar restrições. No caso 
de um RVE quadrado, impor flutuação nula nos cantos do RVE resolve a questão e é válido 
tendo em conta a definição de condição de fronteira periódica. 
4.6.5. Tração uniforme 
Recordando a secção 4.5.4, a equação que define as restrições neste caso, bem como o 
conjunto das flutuações admissíveis, é dada por: 
∫  ̃(   )   ( )   
    
   (4.65) 
A versão discretizada desta equação pode ser definida por: 
  ̃     (4.66) 
onde a matriz   consiste numa matriz de restrição dos graus de liberdade na fronteira do 
RVE, definida pela equação (4.67) para um problema tridimensional e por (4.68) no caso 
bidimensional, em que    é referente ao valor da função de forma  , e    é correspondente à 
direção   do vetor normal exterior à fronteira do RVE: 
  
[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
         
         
         
         
         
         
         
         
         
|
|
|
 
|
|
|
         
         
         
         
         
         
         
         
         ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  (4.67) 
  
[
 
 
 
 
        
        
        
        
|
|
        
        
        
        
|
|  |
|
        
        
        
        ]
 
 
 
 
  (4.68) 
A matriz de restrição global é obtida através da assemblagem das matrizes elementares: 
  ⋃  ( )
     
   
   (4.69) 
O vetor da flutuação dos deslocamentos na fronteira é então separado em três partes, 
referentes aos nós livres ( ), dependentes ( ) e prescritos ( ), como indicado em (4.70): 
 ̃  {
 ̃ 
 ̃ 
 ̃ 
}  (4.70) 
Na matriz das restrições é também feita a separação dos graus de liberdade desta forma: 
  [  |  |  ]  (4.71) 
Tendo em conta esta separação, a equação (4.66) pode ser reescrita da seguinte forma: 
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[  |  |  ] {
 ̃ 
 ̃ 
 ̃ 
}     (4.72) 
De modo a evitar movimentos de corpo rígido, é necessário prescrever os deslocamentos 
em alguns graus de liberdade, pelo que se pode definir: 
 ̃     (4.73) 
reduzindo-se o problema para: 
[  |  ] { ̃
 
 ̃ 
}     (4.74) 
A flutuação dependente pode ser definida por (4.75), evidenciando-se assim a sua 
dependência em relação à flutuação associada aos nós livres: 
 ̃   [  ]     ̃   (4.75) 
Com isto, considerando    [  ]    , o problema pode-se resumir a: 
{
  
  
  
}  [
         
         
         
] {
  ̃ 
  ̃ 
   ̃ 
}     (4.76) 
Efetuando-se a condensação do sistema de equações anterior, resulta: 
{
  
       
}  [  
          
                              
] {  ̃
 
  ̃ 
}      (4.77) 
4.6.6. Discretização do tensor de tensões homogeneizadas 
O primeiro tensor de Piola-Kirchoff homogeneizado, pode ser obtido pela equação (4.16), 
ou alternativamente por (4.19), que se pode simplificar uma vez que para as condições de 
fronteira linear, periódica e tração uniforme o princípio de Hill-Mandell impõe que       . 
Considerando que                , tal como é feito em (Reis, 2011) e (Miehe, 
2003), então (4.19) pode ser reescrita: 
 (   )  
 
  
∫  (   )     
   
  (4.78) 
A implementação numérica seguindo esta segunda abordagem é dada por (4.79): 
 ( )  
 
  
    
     (4.79) 
em que   é a matriz com as coordenadas nodais de referência da fronteira do RVE: 
   [  |  |  |   ]  (4.80) 
constituída por submatrizes correspondentes a cada nó considerado, como apresentado de 
seguida: 
   [
   
   
   
   
]
 
  (4.81) 
e   
    é o vetor das forças nodais internas na fronteira do RVE. 
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Utilizando a segunda abordagem, com a expressão (4.16), o cálculo numérico é mais 
simples, e o custo computacional menor. No entanto tem a desvantagem de não ser possível 
com isso calcular a componente da tensão fora do plano do RVE, que em problemas de estado 
plano de deformação não é nula. 
4.7. Estrutura do programa utilizado 
Durante este trabalho utiliza-se o programa MSP (Microscale Problem), desenvolvido por 
Reis (Reis, 2011), implementado em Fortran 90, que permite a resolução de problemas ao 
nível do RVE e a homogeneização das grandezas obtidas. No Quadro 4.1 apresenta-se a 
estrutura geral do programa. 
Quadro 4.1 – Estrutura do programa MSP. 
1. Inicializar o contador     e ler o ficheiro de dados com informação relativa a: 
a. Malha; 
b. Propriedades do material e modelos constitutivos; 
c. Tipo de problema: Tensão plana, deformação plana ou axissimetria; 
d. Condição fronteira; 
e. Gradiente de deformação macroscópico prescrito; 
f. Número de incrementos (     ); 
2. Identificar os nós interiores, nas arestas da fronteira e nos cantos do RVE; 
3. Calcular o vetor deslocamento linear total: 
          
4. Definir o vetor deslocamento linear incremental: 
     
  
 
     
(     )  
5. Inicializar o vetor da flutuação dos deslocamentos: 
 ̃       
6. Ciclo incremental: enquanto         fazer       e: 
a. Atualizar o vetor de deslocamentos: 
          
   ̃     
b. Calcular o vetor global de forças internas; 
c. Verificar a convergência, se esta for verificada volta para 5; 
d. Resolver o sistema de equações, de acordo com a condição de fronteira, 
obtendo   ̃: 
 sistema definido por (4.60) para condição linear; 
 sistema definido por (4.64) para condição periódica; 
 sistema definido por (4.77) para tração uniforme; 
e. Atualizar o vetor de deslocamentos: 
 ̃     ̃       ̃ 
e voltar para a. 
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4.8. Conclusão 
Os modelos multiescala têm tido grande desenvolvimento dado o seu potencial de 
aplicação. Neste capítulo introduziu-se de forma geral o conceito em que se baseiam estes 
modelos, e a definição de um RVE, e em seguida apresentou-se uma formulação de primeira 
ordem para a análise microscópica. A formulação é separada em cinco etapas: i) aplicação da 
solicitação macroscópica ao RVE, ii) definição dos deslocamentos admissíveis no RVE,  
iii) equações de equilíbrio microscópico, iv) homogeneização de tensões e v) aplicação do 
princípio de Hill-Mandel. Por fim é apresentada a estratégia de discretização utilizada para 
implementação numérica e a estrutura do programa de análise microscópica utilizado. 
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5. Comparação de curvas de cedência obtidas por análise multiescala e 
pelo modelo de Gurson 
5.1. Introdução 
O objetivo do trabalho apresentado neste capítulo é a obtenção de curvas de cedência 
macroscópicas através da análise de RVE com um vazio central de modo a simular a presença 
de dano. São utilizados RVE com diferentes frações volúmicas de vazios, e sujeitos a 
diferentes condições de fronteira. As curvas obtidas são comparadas com a representação 
geométrica da função de cedência do modelo de Gurson para a respetiva fração de vazios, e 
com os resultados e a função de cedência modificada apresentados em (Giusti et al., 2009). 
Em primeiro lugar é apresentada a definição geral do problema: a geometria dos RVE, as 
propriedades do material, a equação da função de cedência de Gurson para estado plano de 
deformação e as modificações sugeridas por (Giusti et al., 2009), e as alterações que é 
necessário efetuar no programa MSP. De seguida é discutido e definido o critério de cedência 
utilizado. As curvas de cedência são obtidas considerando duas discretizações do RVE 
distintas, de modo a avaliar o efeito da malha nos resultados alcançados. São utilizados os 
mesmo valores de porosidade estudados por (Giusti et al., 2009), e por fim avalia-se o 
comportamento das curvas de cedência para uma porosidade de 0,2%. 
5.2. Modelação do problema 
O modelo de Gurson foi já apresentado no capítulo 3. A representação da superfície de 
cedência à macroescala pode ser obtida igualando a função de cedência a zero, e considerando 
a tensão de cedência inicial. A função de cedência relativa ao modelo de Gurson adaptada 
para estado plano de deformação é dada por (5.1): 
    √
 
(         ) 
[           (
√  
  
)]      (5.1) 
Para a obtenção das curvas de cedência à macroescala por análise microscópica são 
utilizados RVE quadrados, com     de lado, e contendo um vazio cilíndrico neles centrado, 
à semelhança do que é apresentado em (Giusti et al., 2009). Os valores de fração volúmica de 
vazio utilizados correspondem aos estudados por (Giusti et al., 2009), e será considerado mais 
um caso, com uma porosidade de 0,2%, uma vez que os valores típico num metal danificado 
são inferiores a 2%. Para cada caso, o raio correspondente ao vazio no RVE é apresentado 
naTabela 5.1. 
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Tabela 5.1 – Raio do vazio correspondente a cada fração volúmica. 
Fração volúmica Raio do vazio [mm] 
0,2% 0,02523 
0,5% 0,03989 
2,0% 0,07979 
10% 0,17841 
30% 0,30902 
A matriz do RVE é modelada por um material perfeitamente elasto-plástico, com as 
propriedades apresentadas na Tabela 5.2. 
Tabela 5.2 – Propriedades do material. 
Módulo de Young (E) 200 GPa 
Coeficiente de Poisson (ν) 0,3 
Tensão de cedência (σy0) 240 MPa 
Na malha utilizam-se elementos isoparamétricos quadrangulares de 8 nós, com integração 
reduzida (4 pontos de Gauss). É considerado estado plano de deformação. De modo a fazer 
variar a direção da solicitação prescrita, o tensor de deformações imposto é definido por (5.2), 
em que   varia do valor nulo, correspondente a corte puro, até à unidade, dando origem a um 
estado de tração biaxial: 
   
[
 
 
 
 
√ 
 
 
 
√ ]
 
 
 
 √    
[
 
 
  
 
√ 
 
√ 
 
]
 
 
 
  (5.2) 
Uma vez que na análise microscópica a solicitação é imposta através do gradiente de 
deformação macroscópico, para cada direção de carregamento selecionada é necessário 
determinar o gradiente de deformação correspondente ao tensor de deformações que a 
determina. Através da expressão (2.9) e conhecendo o gradiente de deformação facilmente se 
determina o tensor de deformações correspondente. Recorrendo ao conceito de otimização 
inversa, por aproximação de forma manual, determinou-se o gradiente de deformação que 
resulta no tensor de deformações definido. 
Para a definição da superfície de cedência ao nível macroscópico, é necessário aplicar a 
deformação imposta ao RVE em pequenos incrementos até ao ponto em que se verifica a 
cedência. 
Para que em cada incremento de carga seja conhecido o valor do gradiente de 
deformação, o procedimento incremental implementado no MSP foi alterado. A estrutura do 
programa considerando a nova estratégia é apresentada no Quadro 5.1. A aplicação da carga é 
feita incrementando o gradiente de deformação em (5.3), sendo então o gradiente aplicado no 
incremento     dado por (5.4). Desta forma garante-se que se conhece o valor do gradiente 
de deformação em qualquer incremento: 
   √          
    (5.3) 
           √          
      (5.4) 
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Quadro 5.1 – Estrutura do programa MSP com procedimento incremental alternativo. 
1. Inicializar o contador     e ler o ficheiro de dados com informação relativa a: 
a. Malha; 
b. Propriedades do material e modelos constitutivos; 
c. Tipo de problema: Tensão plana, deformação plana ou axissimetria; 
d. Condição fronteira; 
e. Gradiente de deformação macroscópico prescrito; 
f. Número de incrementos (     ); 
2. Identificar os nós interiores, nas arestas da fronteira e nos cantos do RVE; 
3. Definir o gradiente de deformação incremental: 
   
 
     
 
   √          
    
4. Definir o deslocamento incremental: 
     
          
5. Inicializar o vetor da flutuação dos deslocamentos: 
 ̃       
6. Ciclo incremental: enquanto         fazer       e: 
a. Atualizar o vetor de deslocamentos: 
          
   ̃     
b. Calcular o vetor global de forças internas; 
c. Verificar a convergência, se esta for verificada volta para 5; 
d. Resolver o sistema de equações, de acordo com a condição de fronteira, 
obtendo   ̃: 
 sistema definido por (4.60) para condição linear; 
 sistema definido por (4.64) para condição periódica; 
 sistema definido por (4.77) para tração uniforme; 
e. Atualizar o vetor de deslocamentos: 
 ̃     ̃       ̃ 
e voltar para a. 
A superfície de cedência obtida será representada num espaço tensão hidrostática 
normalizada – tensão equivalente normalizada ( ̅   ̅). Estes valores são obtidos através do 
tensor das tensões homogeneizado. A tensão hidrostática é calculada considerando-se apenas 
as componentes em   e   das tensões: 
  
 
 
(       )  (5.5) 
e portanto no denominador da expressão tem-se  , em vez de   como apresentado na equação 
(2.13). A tensão equivalente de von Mises é dada por: 
  √
 
 
     (5.6) 
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sendo o tensor das tensões desviadores calculado da seguinte forma: 
  [
      
      
]      (5.7) 
A normalização é efetuada através da divisão pelo valor da tensão de cedência. 
Giusti (Giusti et al., 2009), partindo de uma análise semelhante à efetuada neste trabalho, 
sugere modificações à função de cedência de Gurson (5.1) de modo a aproximar o limite 
superior (obtida com a condição de fronteira linear) e o limite inferior (com base na condição 
de tração uniforme) da superfície de cedência. A função de cedência sugerida é dada por: 
      [       
 (
  
   
)]√
 
(         ) 
[             (
√    
  
)]    (5.8) 
onde os parâmetros    são dependentes de  , e    é  o valor da tensão hidrostática na 
cedência com    . Para o limite superior tem-se: 
{
 
 
  ( )         
                                                     
  ( )        (      )                                                                               
  ( )        (    )                                                                               
  ( )        
                                        
 (5.9) 
e para o limite inferior os parâmetros são definidos da seguinte forma: 
{
 
 
  ( )         
                                                              
  ( )        (     )                                                                                        
  ( )        (      )                                                                                    
  ( )        
                                            
 (5.10) 
5.3. Critérios de cedência 
Para a determinação de superfícies de cedência ao nível macroscópico é necessário 
definir um critério que indique quando é que o estado do RVE traduz o momento de cedência 
do ponto macroscópico que este representa. A definição deste critério não é consensual, uma 
vez que não é concreto qual o estado do RVE quando este representa a cedência do ponto 
macroscópico, dependendo de vários fatores, principalmente do comportamento do material.  
Existem na literatura diferentes abordagens possíveis para identificar o incremento em 
que se verifica cedência macroscópica. Apresentam-se aqui dois critérios possíveis: de acordo 
com (Giusti et al., 2009), considera-se que a cedência ocorre no colapso plástico do RVE, isto 
é, quando não há alterações na tensão macroscópica com o aumento do fator de carga; de 
acordo com (Pellegrino et al., 1999), a cedência dá-se quando qualquer ponto do RVE entra 
no domínio plástico, ao nível microscópico. 
Estes dois critérios levam a resultados muito diferentes, sendo o critério utilizado por 
Pellegrino muito conservativo, quando comparado com o critério utilizado por Giusti. No 
anexo E são apresentados exemplos numéricos em que se evidencia as diferenças que existem 
entre estes dois critérios, para tração pura e corte puro, com diferentes condições de fronteira. 
Após alguns testes concluiu-se que o critério utilizado por Pellegrino não é aplicável 
tendo em conta as características do trabalho que se pretende realizar, apesar de ser um 
critério perfeitamente inequívoco no que diz respeito à sua implementação. 
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No entanto, o critério utilizado por Giusti não está completamente definido, pois é 
necessário decidir quais as componentes do tensor das deformações a analisar. No presente 
trabalho optou-se por definir o critério de cedência com base na variação da tensão 
equivalente homogeneizada (5.11), que é uma grandeza escalar, e portanto de tratamento 
fácil: 
  
 
   
∫     
   
  (5.11) 
A variação da tensão macroscópica é dependente do fator de carga incremental, pelo que o 
critério de paragem não deve ser definido apenas pela diferença de valores entre incrementos. 
De forma matemática o critério utilizado define-se por: 
       
  
            (5.12) 
Considera-se que a cedência se verifica no primeiro incremento em que a condição (5.12) for 
satisfeita. De forma empírica, definiu-se que um valor razoável a utilizar é  
               . 
5.4. Exemplo com malha grosseira 
Na Figura 5.1 são apresentadas as malhas utilizadas na modelação do RVE, para as 
diferentes frações volúmicas consideradas. 
a)  b)  
c)  d)  
Figura 5.1 – Discretização do RVE para as frações volúmicas de vazio de: a) f=0,5%, b) f=2%,  
c) f=10% e d) f=30%. 
5.4.1. Resultados obtidos 
As curvas de cedência obtidas para cada um dos casos, com condição de fronteira linear, 
periódica e tração uniforme, bem como a obtida pelo modelo de Gurson, com a expressão 
(5.1), e os limites calculados com a função de cedência sugerida por (Giusti et al., 2009) são 
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apresentadas na Figura 5.2, Figura 5.3, Figura 5.4 e Figura 5.5, para cada um dos valores de 
fração volúmica. 
 
Figura 5.2 – Curvas de cedência obtidas com f=0,5%. 
 
Figura 5.3 – Curvas de cedência obtidas com f=2%. 
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Figura 5.4 – Curvas de cedência obtidas com f=10%. 
 
Figura 5.5 – Curvas de cedência obtidas com f=30%. 
5.4.2. Análise dos resultados 
De forma geral, as curvas obtidas apresentam um andamento de acordo com o esperado, 
apesar das diferenças relativamente aos limites obtidos por (Giusti et al., 2009) na zona em 
que a tensão hidrostática tem um peso maior. É de referir que para as frações volúmicas de 
10% e 30% os limites obtidos com a expressão sugerida pelo autor apresentam diferenças 
significativas relativamente aos resultados por ele apresentados. No entanto, estas frações 
volúmicas são típicas de materiais porosos, como espumas metálicas por exemplo, para os 
quais o modelo de Gurson não permite simular adequadamente o seu comportamento, como é 
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constatado em (Neves, 2009). Para este tipo de materiais, existem modelos mais adequados, 
como por exemplo o modelo de Deshpande (Neves, 2009). 
Para solicitações próximas de corte puro, as curvas de cedência obtidas são coincidentes 
com os resultados de Giusti. Apenas quando as solicitações induzem um estado de tração 
biaxial, há um desvio significativo, observando-se que as superfícies presentemente obtidas 
são mais conservadoras. Esta diferença pode estar relacionada com o facto das malhas 
utilizadas serem grosseiras relativamente às utilizadas por Giusti, que são extremamente 
refinadas. Outra possibilidade para esta diferença é o critério de cedência utilizado, pois, 
como já foi referido, o autor não detalha de que forma foi implementado. 
É de referir que existem dois pontos da superfície de cedência obtida para uma fração 
volúmica de 30% de vazio, com condição de fronteira de tração uniforme, que não estão de 
acordo com os resultados esperados, desviando-se do andamento natural que seria esperado 
tendo em conta os restantes pontos obtidos, como se observa facilmente na Figura 5.5. É 
provável que este desvio se deva a particularidades da malha utilizada. 
5.5. Exemplo com malha refinada 
Com o objetivo de perceber se os resultados obtidos no caso anterior são dependentes do 
número de elementos utilizados na discretização do RVE, resolveu-se o mesmo problema 
utilizando as malhas refinadas, representadas na Figura 5.6. Estas malhas não têm o nível de 
refinação das utilizadas em (Giusti et al., 2009), devido aos recursos disponíveis, mas é 
possível verificar desta forma se existe alguma dependência dos resultados relativamente à 
malha. 
a) b)  
c) d)  
Figura 5.6 – Discretização refinada do RVE para as frações volúmicas de vazio de: a) f=0,5%,  
b) f=2%, c) f=10% e d) f=30%. 
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5.5.1. Resultados obtidos 
As curvas de cedência obtidas e a função de cedência de Gurson são apresentadas na 
Figura 5.7, Figura 5.8, Figura 5.9 e Figura 5.10. 
 
Figura 5.7 – Curvas de cedência obtidas com f=0,5%, com malha refinada. 
 
Figura 5.8 – Curvas de cedência obtidas com f=2%, com malha refinada. 
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Figura 5.9 – Curvas de cedência obtidas com f=10%, com malha refinada. 
 
Figura 5.10 – Curvas de cedência obtidas com f=30%, com malha refinada. 
5.5.2. Análise dos resultados 
Comparando as curvas obtidas nos dois exemplos, verifica-se que não existem diferenças 
significativas. Assim, pode-se afirmar que, de forma geral, com o refinamento efetuado na 
malha não houve alterações nas curvas de cedência obtidas, pelo que esta não é uma variável 
crítica nos resultados obtidos. 
Verifica-se no entanto que no caso do RVE com maior fração volúmica de vazio, 
representado na Figura 5.10, com condição de fronteira de tração uniforme, a curva de 
cedência tem um andamento natural, ao contrário da obtida no exemplo anterior, representada 
na Figura 5.5. 
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Para o caso representado na Figura 5.9, com fração volúmica de vazio de 10%, com a 
condição de fronteira de tração uniforme, o programa não conseguiu convergir para os 
resultados, o que se pode dever a peculiaridades na malha, uma vez que com a malha anterior 
não se tinha verificado este problema. 
5.6. Exemplo com fração volúmica de 0,2% 
Dado que os valores de porosidade correspondentes à presença de dano num metal são 
geralmente inferiores a 0,5%, é de interesse verificar o comportamento da função de cedência 
para um destes casos. Tal como nos exemplos anteriores, a curva de cedência obtém-se 
através da análise do comportamento de um RVE, para diferentes condições de fronteira, e é 
comparada com a função de cedência do modelo de Gurson e os limites sugeridos em (Giusti 
et al., 2009). 
O RVE utilizado neste caso tem as mesmas dimensões dos utilizados anteriormente, e o 
raio do vazio presente é de          . A malha utilizada é apresentada na Figura 5.11. 
 
Figura 5.11 – Discretização do RVE para a fração volúmica de vazio de f=0,2%. 
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5.6.1. Resultados obtidos 
As curvas de cedência obtidas neste caso por análise microscópica, a função de cedência 
do modelo de Gurson e os limites calculados de acordo com (Giusti et al., 2009) são 
representados na Figura 5.12. 
 
Figura 5.12 – Curvas de cedência obtidas com f=0,2%. 
5.6.2. Análise dos resultados 
Os resultados obtidos neste caso são bastante semelhantes aos representados na Figura 
5.2, para uma fração de vazios de 0,5%. Verifica-se novamente que as curvas presentemente 
obtidas concordam com a função de cedência de Gurson e com os limites de Giusti para 
solicitações de corte, mas à medida que se vai entrando numa zona em que as tensões 
hidrostáticas têm maior influência, estas se tornam demasiado conservadoras. 
Apesar de (Giusti et al., 2009) não ter analisado esta fração volúmica, é possível observar 
que os limites propostos apresentam um andamento coerente com os resultados apresentados 
para frações de vazios desta ordem, isto é, existem semelhanças óbvias com o que se pode 
observar na Figura 5.2, portanto os limites propostos pelo autor são válidos para porosidades 
de baixo valor, correspondentes à caracterização de dano em metais. 
5.7. Conclusão 
Neste capítulo foram obtidas curvas de cedência macroscópicas para material degradado, 
a partir da análise de RVE com um vazio central, e comparadas com a função de cedência de 
Gurson, e com o trabalho de (Giusti et al., 2009), no qual foi baseado este capítulo. 
Foi discutido o critério de cedência macroscópica a utilizar, uma vez que se verificou que 
este não é consensual na literatura. Constatou-se que um critério baseado na abordagem de 
(Giusti et al., 2009), que consiste na análise da evolução da tensão macroscópica, é o mais 
adequado tendo em conta o problema em causa. Definiu-se o critério de cedência 
macroscópica a partir da variação da tensão equivalente de von Mises homogeneizada. 
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Em primeiro lugar determinaram-se as curvas de cedência para as porosidades estudadas 
em (Giusti et al., 2009). Estas são coincidentes com os resultados do autor referido para 
estados de tensão próximos do corte puro, e mais conservadoras quando a tensão hidrostática 
tem uma componente importante na solicitação. Verificou-se que o refinamento na malha não 
acarreta alterações significativas nas curvas obtidas, apesar de se ter constatado que algumas 
singularidades da malha podem afetar os resultados, nomeadamente com a condição de tração 
uniforme. 
Com as expressões que definem os limites para a função de cedência sugeridas por 
(Giusti et al., 2009), obtiveram-se curvas que são plausíveis para valores de porosidade 
baixos, mas para os valores de 10% e 30% verifica-se que há discrepâncias entre os resultados 
aqui obtidos, a função de cedência original de Gurson, e os limites propostos. De facto, 
valores de porosidade superiores a 5% são típicos de materiais porosos, como por exemplo 
espumas metálicas, para os quais o modelo de Gurson não permite simular adequadamente o 
seu comportamento, como é constatado em (Neves, 2009). Para este tipo de materiais, existem 
modelos mais adequados, como por exemplo o modelo de Deshpande (Neves, 2009). 
Com o objetivo de ter mais valores de porosidade típicos de dano em metais em estudo, 
determinaram-se curvas de cedência para uma fração de vazios de 0,2%, representando-as 
junto com a função de cedência de Gurson e os limites propostos em (Giusti et al., 2009), 
fazendo-se assim uma avaliação ao modo como estes últimos se comportam para valores de 
porosidade diferentes dos estudados pelo autor. Constatou-se que os resultados obtidos são 
bastante semelhantes aos que se podem observar no caso da fração volúmica de 0,5%, 
havendo coerência nos limites propostos, e verificando-se novamente que as curvas obtidas 
neste trabalho se tornam muito conservadoras para solicitações com maior influência da 
tensão hidrostática. 
Esta diferença deverá ser resultado do critério de cedência utilizado. Este foi baseado na 
tensão equivalente de von Mises, que é calculada a partir do tensor das tensões desviadoras, 
como se pode verificar na expressão (5.6), pelo que para solicitações em que a componente 
hidrostática seja importante, pode não ser o mais adequado. No futuro pretende-se investigar 
uma estratégia que permita ultrapassar este problema. 
É também de interesse, no seguimento deste trabalho, determinar curvas de cedência 
utilizando RVE com vários vazios, bem como através de uma análise tridimensional. 
Apesar das diferenças, para solicitações de corte conseguiu-se obter uma boa 
aproximação da função de cedência inicial. No entanto, é neste tipo de solicitações que o 
modelo de Gurson tem mais dificuldades em traduzir a evolução da função de cedência, dada 
a forma que utiliza para a definição do crescimento do dano. Como foi referido no capítulo 3, 
existem na literatura várias propostas para a inclusão da componente de crescimento do dano 
em solicitações de corte, mas existem ainda incertezas neste campo. No próximo capítulo, 
serão efetuadas propostas de modificações a algumas das variáveis de dano de corte 
existentes, com base na análise de RVE submetidos a este tipo de solicitação. 
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6. Análise da evolução do dano de corte através de análise 
microscópica 
6.1. Introdução 
As variáveis de dano de corte apresentadas no capítulo 3 são definidas ao nível 
macroscópico. Neste capítulo pretende-se analisar a evolução do dano em solicitações de 
corte através de uma análise microscópica. 
Em primeiro lugar será analisada a evolução da fração volúmica de vazios no RVE, 
quando solicitado em corte puro. As variáveis de dano de corte de Xue, Nahshon-Hutchinson 
e Butcher-Chen são estudadas através de uma análise microscópica, utilizando os valores 
homogeneizados das deformações nas expressões que as definem. De seguida é avaliada a 
evolução da variável de dano de corte de Xue e Nahshon-Hutchinson ao nível macroscópico, 
solicitando um elemento ao corte. Posteriormente, uma vez que estas variáveis dependem 
sobretudo da fração volúmica e da deformação, serão propostas alternativas para a definição 
da variável de dano de corte com base em aspetos microscópicos, e é avaliada a sua evolução 
Por fim, são propostas alterações às variáveis de dano macroscópico para que estas 
aproximem a evolução obtida para as variáveis propostas neste trabalho. Para concluir, é 
apresentado um estudo do efeito do tamanho do RVE. 
6.2. Modelação do problema microscópico 
Para o presente estudo serão utilizados RVE com três valores distintos de fração 
volúmica de vazios: 0,5%, 2% e 10%. Considera-se que o material da matriz é perfeitamente 
elasto-plástico, com as propriedades apresentadas na Tabela 5.2. 
No trabalho apresentado em (Cricrì, 2013) é realçado que no caso em que a fração 
volúmica de vazios se encontra distribuída pelo RVE, a resposta às solicitações apresenta 
diferenças em relação ao caso em que se considera apenas um vazio no RVE. Em (Fei et al., 
2012) conclui-se que a consideração de uma distribuição aleatória de vazios no modelo de 
Gurson-Tvergaard-Needleman tem a capacidade de captar aspetos relacionados com 
deformações localizadas. 
Tendo em consideração estas observações e resultados, neste estudo, serão utilizados dois 
conjuntos de RVE: no primeiro haverá apenas um vazio circular central, utilizando-se a 
mesma discretização apresentada na secção 5.4, para as frações consideradas; no segundo 
conjunto, de modo a avaliar a influência da distribuição dos vazios, será considerado que os 
vazios se encontram distribuídos aleatoriamente no domínio do RVE. Para este último caso, 
as malhas utilizadas são apresentadas na Figura 6.1. 
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a) b)  
c)  
Figura 6.1 – Discretização utilizada nos RVE com vazios múltiplos: a) f=0,5%, b) f=2%, c) f=10%. 
Todos os RVE são submetidos a uma solicitação de corte puro, com o gradiente de 
deformação macroscópico imposto representado na expressão (6.1).  
  [
      
  
]  (6.1) 
Em todos os casos são considerados dois tipos de condição de fronteira: linear e 
periódica. É de referir que a escolha da condição de fronteira tem influência nos resultados 
obtidos, nomeadamente na resposta macroscópica global, isto é, afeta as propriedades médias 
obtidas por homogeneização, sendo também o processo de localização de dano e o tamanho 
necessário para que o RVE seja representativo da microestrutura dependentes da condição de 
fronteira utilizada (Inglis et al., 2008). Tendo em conta estes factos, alguns resultados são 
obtidos neste trabalho com a condição de fronteira de tração uniforme, de modo a fazer um 
estudo comparativo da evolução da localização do dano. É de realçar que nem todos os RVE 
foram submetidos a esta condição de fronteira devido ao esforço computacional adicional que 
esta requer, no entanto pretende-se efetuar uma análise mais completa na continuação deste 
trabalho. 
6.3. Análise das deformações e evolução da tensão equivalente homogeneizada 
6.3.1. Configuração deformada dos RVE 
As configurações deformadas dos RVE submetidos à solicitação definida anteriormente, 
bem como a distribuição da deformação plástica, são representadas na Figura 6.2 para o caso 
da condição de fronteira linear, com a condição de fronteira periódica na Figura 6.3 e os casos 
com condição de tração uniforme na Figura 6.4. Para esta última condição de fronteira, com a 
fração volúmica de 0,5% não foi possível aplicar a totalidade da carga definida. A 
componente de corte do gradiente de deformação aplicado foi          . 
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a) b)  
c) d)  
e) f)  
Figura 6.2 – Configuração deformada dos RVE com um vazio central (a) f=0,5%, b) f=2%, c) f=10%) e 
vazios distribuídos aleatoriamente (d) f=0,5%, e) f=2%, f) f=10%) submetidos a condição de fronteira 
linear, e respetiva distribuição da deformação plástica equivalente. 
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a) b)  
c) d)  
e) f)  
Figura 6.3 – Configuração deformada dos RVE com um vazio central (a) f=0,5%, b) f=2%, c) f=10%) e 
vazios distribuídos aleatoriamente (d) f=0,5%, e) f=2%, f) f=10%) submetidos a condição de fronteira 
periódica, e respetiva distribuição da deformação plástica equivalente. 
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a) b)  
Figura 6.4– Configuração deformada dos RVE com um vazio central (a) f=0,5%, b) f=2%) submetidos 
a condição de tração uniforme, e respetiva distribuição da deformação plástica equivalente. 
É evidente que a escolha da condição de fronteira tem grande influência na configuração 
final. Por estas figuras verifica-se que a liberdade de deslocamentos no interior do RVE está 
de acordo com as restrições relativas a cada uma das condições, introduzidas na secção 4.5, 
sendo a condição de fronteira linear aquela em que se observa menores flutuações de 
deslocamentos no interior do RVE, uma vez que é a condição mais restritiva, e a condição de 
tração uniforme a que permite maior liberdade. 
De modo geral há uma localização das deformações mais acentuada para a condição de 
fronteira periódica, que é potenciada pela definição da própria condição. Este facto reflete-se 
nos valores máximos da deformação plástica, que são superiores para a condição periódica, e 
na formação de bandas de corte mais demarcadas na direção horizontal. Nos RVE com um 
vazio há a formação de uma só banda de corte horizontal, ao nível do vazio. Nos RVE com 
vários vazios há a formação de uma banda de corte principal horizontal, com maiores níveis 
de deformação, alinhada com vazios de maiores dimensões, e bandas de corte secundárias 
verticais ou horizontais, com menores valores de deformação plástica. Na Figura 6.3 d) 
verifica-se que um dos vazios fecha totalmente. No programa utilizado não é modelo o 
contacto entre superfícies, portanto o comportamento nesta zona após o fecho do vazio não é 
simulado da forma mais correta. 
Com a condição de fronteira linear obtém-se os menores valores de deformação plástica 
máxima. As bandas de corte apresentam a forma de cruzes centradas nos vazios, com 
componente vertical e horizontal. Para o caso dos RVE com um vazio único as bandas de 
corte formam-se entre o vazio e a fronteira do RVE. Com vários vazios, as bandas de corte 
formam-se sobretudo entre os diferentes vazios. Não há uma direção preferencial para as 
bandas de corte. 
Por fim, nos RVE sujeitos a tração uniforme, analisou-se apenas RVE com um vazio. 
Verifica-se que há a formação de bandas de corte em cruz, com a direção horizontal e vertical, 
entre o vazio e as fronteiras do RVE. A banda de corte vertical apresenta valores de 
deformação superiores. 
6.3.2. Tensão equivalente homogeneizada 
A evolução da tensão equivalente de von Mises homogeneizada, obtida através da 
expressão (5.11), com a deformação plástica acumulada homogeneizada, determinada 
recorrendo ao mesmo conceito: 
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∫   ̅
   
   
  (6.2) 
é apresentada na Figura 6.5 e na Figura 6.6, para as condições de fronteira linear e periódica, e 
na Figura 6.7 para os casos simulados com condição de tração uniforme. 
 
Figura 6.5 – Evolução da tensão equivalente homogeneizada nos RVE com vazio simples. 
 
 
Figura 6.6 – Evolução da tensão equivalente homogeneizada nos RVE com vazios distribuídos. 
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Figura 6.7 – Evolução da tensão equivalente homogeneizada nos RVE com um vazio, para tração 
uniforme. 
Verifica-se que de um modo geral, o valor das tensões aumenta à medida que diminui a 
porosidade do material, o que é coerente com as conclusões do exemplo apresentado na 
secção 3.5. Para o caso da menor fração volúmica, a evolução da tensão é pouco variável com 
a condição de fronteira. Com uma fração volúmica de 2%, a tensão atingida é superior com a 
condição de fronteira linear, e inferior com tração uniforme. Com a porosidade de 10% 
verifica-se uma tendência semelhante. Isto é concordante com o facto de que a condição de 
fronteira reflete o limite superior das propriedades médias obtidas, e com tração uniforme se 
obtém o limite inferior. 
6.4. Evolução da fração volúmica 
O cálculo da evolução da fração volúmica é feito com base no cálculo das áreas dos 
vazios tendo em conta considerações geométricas. A estratégia utilizada é apresentada no 
Anexo G. 
6.4.1. Resultados obtidos 
A evolução da fração volúmica de vazios, em função da deformação plástica acumulada, 
é apresentada na Figura 6.8, Figura 6.9 e Figura 6.10 para a fração volúmica inicial de 0,5%, 
2% e 10% respetivamente. 
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Figura 6.8 – Evolução da fração volúmica de vazios (f0=0,5%). 
 
 
Figura 6.9 – Evolução da fração volúmica de vazios (f0=2%). 
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Figura 6.10 – Evolução da fração volúmica de vazios (f0=10%). 
6.4.2. Análise dos resultados 
Com os resultados acima apresentados, verifica-se que a fração volúmica de vazios não 
tem alterações muito significativas quando o material é submetido a solicitações de corte, tal 
como é traduzido pelo modelo de Gurson. 
Tanto para os casos de um vazio único como de vazios múltiplos, há tendência para uma 
leve diminuição da fração volúmica, que se deve ao “fecho” dos vazios circulares. Esta 
diminuição é mais notória em termos relativos para a menor fração volúmica, e para a 
condição de fronteira periódica e de tração uniforme, pois estas permitem uma maior 
liberdade de deslocamentos no interior do RVE. Isto deve-se ao facto de as deformações 
serem mais localizadas para um vazio de menores dimensões, e de maior amplitude com esta 
condição de fronteira. 
Os resultados obtidos confirmam que a variável de dano do modelo de Gurson, 
porosidade do material  , não tem a capacidade de capturar a degradação do material em 
esforços de corte puro. Este resultado é bem conhecido e foi objeto de vários estudos à 
macroescala. Por este motivo, neste trabalho serão realizados vários estudos à microescala 
tentando quantificar a degradação do material provocada por solicitações de corte. 
6.5. Evolução das variáveis de dano de corte por análise microscópica 
A evolução das variáveis de dano de corte de Xue, Nahshon-Hutchinson e Butcher-Chen, 
expressas por (3.43), (3.44) e (3.45), respetivamente, pode ser obtida facilmente pela análise 
do problema descrito no início deste capítulo. Para tal, em cada incremento é calculada a 
deformação plástica equivalente macroscópica, pela expressão (6.2), e a deformação total 
equivalente macroscópica, que é calculada somando a componente plástica com a 
componente elástica. A deformação equivalente elástica é homogeneizada da seguinte forma: 
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O valor da fração volúmica em cada incremento é também conhecido. 
Em (Malcher, 2012), na expressão da evolução do dano de corte de Xue, substitui-se a 
deformação equivalente pela deformação plástica acumulada: 
 ̇      
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  ̅  ̅̇   (6.4) 
Partindo das expressões da evolução das variáveis, estas podem ser discretizadas no 
tempo utilizando o método Backward de Euler, apresentado no Anexo H. Assim, as 
expressões para a obtenção da variável de dano de corte de Xue, Nahshon-Hutchinson e 
Butcher-Chen são dadas respetivamente por (6.5), (6.6) e (6.7): 
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(6.7) 
Considera-se que a constante de calibração  , utilizada na expressão da evolução da 
variável de Nahshon-Hutchinson, tem valor unitário neste caso, para simplificação. 
6.5.1. Resultados obtidos 
A evolução obtida para cada uma das variáveis de dano de corte é apresentada em função 
da deformação plástica acumulada na Figura 6.11, Figura 6.12, Figura 6.13 e Figura 6.14 
considerando os RVE com vazio único, e na Figura 6.15, Figura 6.16, Figura 6.17 e Figura 
6.18 para os RVE com vazios distribuídos. 
A evolução da variável de dano de Xue é apresentada tendo em conta a deformação 
equivalente e a deformação plástica acumulada na sua definição, de forma a verificar se 
existem diferenças significativas. 
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Figura 6.11 – Evolução da variável de dano de Xue num RVE com vazio único. 
 
 
Figura 6.12 – Evolução da variável de dano de Xue obtida desprezando a deformação elástica num 
RVE com vazio único. 
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Figura 6.13 – Evolução da variável de dano de Nahshon-Hutchinson num RVE com vazio único. 
 
 
Figura 6.14 – Evolução da variável de dano de Butcher-Chen num RVE com vazio único. 
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Figura 6.15 – Evolução da variável de dano de Xue num RVE com vazios distribuídos. 
 
 
Figura 6.16 – Evolução da variável de dano de Xue obtida desprezando a deformação elástica num 
RVE com vazios distribuídos. 
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Figura 6.17 – Evolução da variável de dano de Nahshon-Hutchinson num RVE com vazios 
distribuídos. 
 
 
Figura 6.18 – Evolução da variável de dano de Butcher-Chen num RVE com vazios distribuídos. 
6.5.2. Análise dos resultados 
É notória a diferença que existe entre a evolução das variáveis de dano de corte 
consideradas. A variável de Xue e a de Butcher-Chen apresentam um crescimento 
aproximadamente quadrático, enquanto que a variável de Nahshon-Hutchinson tem uma 
evolução aproximadamente linear. 
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Verifica-se que a escolha entre considerar a deformação equivalente total ou somente a 
componente plástica na evolução da variável de dano de Xue não afeta de forma significativa 
os resultados, uma vez que a componente elástica é muito reduzida. Esta variável apresenta o 
menor crescimento de todas, como se pode verificar na Figura 6.11 e Figura 6.12, bem como 
na Figura 6.15 e Figura 6.16. 
Na Figura 6.13 e na Figura 6.17 verifica-se que a variável de Nahshon-Hutchinson 
apresenta uma forte dependência da fração volúmica de vazios, tal como era esperado tendo 
em conta a expressão (3.44), onde se verifica que há uma relação diretamente proporcional. 
Esta variável apresenta o maior crescimento para a fração volúmica de vazios de 10%, sendo 
no entanto de ressaltar que se considerou valor unitário para a constante de calibração  , que 
influencia diretamente a taxa de crescimento da variável de dano. 
A partir da Figura 6.14 e da Figura 6.18 verifica-se que a variável de dano de Butcher-
Chen apresenta valores da mesma ordem dos resultados obtidos para a variável de Nahshon-
Hutchinson. Existe uma menor dependência da fração volúmica, tanto que os valores para as 
frações volúmicas de vazios de 0,5% e 2% são superiores aos superiores aos obtidos para a 
variável de Nahshon-Hutchinson. 
A condição de fronteira utilizada e o tipo de distribuição dos vazios no RVE não têm 
influência na evolução das variáveis de dano, uma vez que estas são definidas exclusivamente 
a partir da deformação e da fração volúmica. A única diferença está no valor máximo 
atingido, uma vez que a deformação homogeneizada máxima varia com estes fatores. 
Verifica-se no entanto que de modo geral, as variáveis de dano de corte apresentam um valor 
máximo inferior com a condição de fronteira periódica, o que não é razoável tendo em conta o 
que se observa comparando as imagens da Figura 6.2 e da Figura 6.3, em que se constata que 
com esta condição de fronteira há a formação de bandas de corte mais localizadas e com 
maiores níveis de deformação plástica, pelo que se espera que o dano seja maior neste caso. 
Tendo em conta este facto, os resultados obtidos nesta secção não são válidos para uma 
análise do dano, mas são úteis para perceber de que forma evolui cada uma das variáveis 
consideradas, permitindo que posteriormente sejam propostas alterações, como é apresentado 
na secção 6.9. 
6.6. Evolução das variáveis de dano de corte de Xue e Nahshon-Hutchinson por 
análise macroscópica 
De modo a ser possível fazer uma comparação entre as variáveis de dano obtidas por 
análise microscópica com as definidas nos modelos macroscópicos, recorreu-se à resolução de 
um problema simples ao nível macroscópico, analisando-se a evolução da variável de dano de 
corte. Espera-se que as evoluções obtidas sejam semelhantes, para cada fração volúmica. 
Considerando um material com as propriedades mecânicas utilizadas na análise 
microscópica, apresentadas na Tabela 5.2, com frações volúmicas de vazios iniciais de 0,5%, 
2% e 10%, aplicou-se uma solicitação de corte puro a um elemento quadrado de 4 nós. Não se 
considerou efeitos de nucleação nem de coalescência de vazios, pois estes não são modelados 
na análise microscópica. Para a variável de Nahshon-Hutchinson considerou-se a constante de 
calibração    . Para esta simulação utilizou-se o programa Hyplas. 
6.6.1. Resultados obtidos 
Na Figura 6.19 é representado o elemento na sua configuração deformada. A evolução 
das variáveis de dano de corte de Xue e de Nahshon-Hutchinson, dadas por (3.43) e (3.44) 
Análise do Dano Dúctil Baseada em Modelos Multiescala 
78 
respetivamente, em função da deformação plástica acumulada, são representadas no gráfico 
da Figura 6.20. Na Figura 6.21 é representada em detalhe a zona de baixas deformações. A 
evolução da tensão equivalente de von Mises é dada nos gráficos da Figura 6.22. 
 
Figura 6.19 – Elemento deformado em corte. 
 
 
Figura 6.20 – Evolução das variáveis de dano de corte obtidas por análise macroscópica. 
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Figura 6.21 – Detalhe da evolução das variáveis de dano de corte para pequenos valores de 
deformação plástica. 
 
 
Figura 6.22 – Evolução da tensão equivalente de von Mises num elemento sujeito a corte puro. 
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6.6.2. Análise dos resultados 
Verifica-se que a evolução das duas variáveis de dano de corte é bastante distinta: em 
primeiro lugar, a evolução da variável de Xue é aproximadamente quadrática, enquanto que a 
variável de Nahshon-Hutchinson tem evolução linear, o que é coerente com as expressões que 
as definem; em segundo lugar, o valor da variável de Nahshon-Hutchinson é tendencialmente 
superior ao da variável de Xue, exceto no caso da menor fração volúmica de vazios para 
elevadas deformações plásticas. No entanto há que ter em conta que o crescimento da variável 
de dano de Nahshon-Hutchinson é diretamente proporcional à constante  , que não foi 
calibrada para este caso. 
Para os mesmos níveis de deformação plástica, os valores das variáveis obtidos neste 
caso são semelhantes aos obtidos por análise microscópica, tal como era esperado uma vez 
que estas variáveis de dano de corte apenas dependem da deformação e da fração volúmica. 
A tensão equivalente é superior no caso em que se utilizou o modelo com a variável de 
dano de corte de Xue, como se verifica nos gráficos da Figura 6.22, o que é coerente com o 
facto de esta variável ser, regra geral, de valor inferior à variável de Nahshon-Hutchinson. Os 
valores são da mesma ordem dos obtidos por homogeneização, como se pode verificar na 
secção 6.3.2, sendo mais próximos dos resultantes com a condição de fronteira periódica. 
6.7. Proposta de variável de dano de corte baseada em aspetos microscópicos 
Em (Xue, 2008) a variável de dano de corte é definida pelo quociente entre uma 
deformação artificial, apresentada na secção 3.4.1, e a deformação de corte macroscópica na 
banda de corte na fratura.  
Nesta secção propõe-se uma alternativa para a definição da deformação artificial, baseada 
no conceito de deformação de corte infinitesimal segundo duas direções ortogonais da 
Mecânica dos Sólidos (Anexo I). 
Considerando que um vazio, inicialmente circular, tende a deformar-se para uma forma 
aproximadamente elíptica, como representado na Figura 6.23, define-se a deformação de corte 
artificial a partir da variação do ângulo formado pelo vetor   ⃗⃗⃗⃗  ⃗ e   ⃗⃗⃗⃗  ⃗, ortogonais na 
configuração não deformada. Da expressão (I.3), a deformação de corte é definida por: 
  
    ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗      ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗
‖    ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ‖ ‖    ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ‖
   (6.8) 
 
Figura 6.23 – Representação esquemática da deformação de um vazio. 
Os pontos   e   são escolhidos de tal modo que os pontos correspondentes na 
configuração deformada,    e   , definem o maior eixo do vazio deformado. O ponto   é um 
ponto escolhido de tal forma que os vetores   ⃗⃗⃗⃗  ⃗ e   ⃗⃗⃗⃗  ⃗ sejam ortogonais, e ‖  ⃗⃗⃗⃗  ⃗‖ seja 
aproximadamente da mesma ordem de ‖  ⃗⃗⃗⃗  ⃗‖. 
 
A 
B 
C A’ 
B’ 
C’ 
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A deformação de corte artificial é então definida da seguinte forma: 
     
 
 
    ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗       ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 
‖    ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ‖  ‖    ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖
  (6.9) 
Desta forma é possível determinar a evolução da variável de corte através do conhecimento da 
evolução das coordenadas dos pontos de interesse. 
Para o caso de RVE com um vazio único esta análise é simples, e a variável de dano corte 
é dada por: 
       
    
 
  
  
(6.10) 
A definição da variável de dano de corte acima definida é baseada na variável de (Xue, 
2008), que fez algumas simplificações na sua dedução. De modo a verificar o efeito que estas 
simplificações podem ter na evolução do valor da variável, propõe-se uma variável de dano de 
corte alternativa, baseada na condição de McClintock (McClintock et al., 1966) para a 
coalescência de vazios em bandas de corte, sem introduzir hipóteses simplificativas, à 
semelhança do trabalho de (Butcher & Chen, 2009). A variável de dano de corte é então 
definida da seguinte forma, considerando um só vazio: 
       
  √    
  
 
  
  (6.11) 
Para o caso em que existem diversos vazios no RVE, é necessário definir de que forma se 
determina a deformação de corte global, dado que a cada vazio estará associado um valor 
diferente. Propõe-se que esta seja calculada com recurso a uma média ponderada em relação à 
área de cada vazio. A constante presente no denominador da variável de dano de corte é 
adaptada, substituindo-se   pelo raio médio dos vazios presentes no RVE, e   pela distância 
mínima entre o centro dos vazios. 
6.8. Evolução das variáveis de dano de corte propostas 
Considerando o conjunto de RVE definidos na secção 6.2, a evolução da variável de dano 
de corte definida pela expressão (6.10) para RVE com um vazio é apresentada na Figura 6.24, 
e a da variável definida por (6.11) na Figura 6.25. As correspondentes obtidas com RVE com 
vazios distribuídos são representadas na Figura 6.26 e na Figura 6.27. 
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Figura 6.24 – Evolução da variável de dano de corte (6.10) num RVE com um vazio único 
 
 
Figura 6.25 – Evolução da variável de dano de corte (6.11) num RVE com um vazio único 
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Figura 6.26 – Evolução da variável de dano de corte (6.10) num RVE com vazios múltiplos 
 
Figura 6.27 – Evolução da variável de dano de corte (6.11) num RVE com vazios múltiplos 
6.8.1. Análise dos resultados 
Para o caso do RVE com um único vazio, e considerando a variável de dano de corte 
dada por (6.10), representado na Figura 6.24, é evidente a diferença que existe entre os 
resultados obtidos com as duas condições de fronteira. Com a condição de fronteira linear a 
evolução do dano de corte ocorre de forma mais lenta do que com a condição de fronteira 
periódica, independentemente da fração de vazios inicial, o que é resultado do campo de 
deslocamentos no interior do RVE, tal como se pode verificar pelas configurações deformadas 
representadas na secção 6.3.1, onde se verifica que a deformação nos vazios é mais acentuada 
com a condição de fronteira periódica, tal como era esperado. Com a condição de fronteira 
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periódica o crescimento do dano de corte é maior com o aumento da fração volúmica de 
vazios inicial. O contrário sucede com a condição de fronteira linear. 
A variável de dano de corte tem uma taxa de crescimento aproximadamente constante 
inicialmente, mas tende a diminuir com o acumular de deformação plástica. Para uma análise 
mais completa, os RVE deveriam ser submetidos a gradientes de deformação de maior 
amplitude. 
Considerando a variável definida por (6.11) para este caso, verifica-se que há alterações 
significativas, como se pode constatar pela Figura 6.25. A evolução da variável de dano é 
aproximadamente quadrática, notando-se que com o aumento da deformação a variável de 
dano tende a diminuir a sua taxa de crescimento no caso da fração volúmica inicial de      
com condição de fronteira periódica. Os valores atingidos são geralmente superiores aos do 
caso anterior. Continua a evidenciar-se a influência da condição de fronteira, com o 
crescimento a ser superior no caso da condição de fronteira periódica, independentemente da 
fração de vazios inicial. No entanto, a variável de dano de corte aumenta com a diminuição da 
fração volúmica de vazios, para ambas as condições de fronteira. Apesar de este 
comportamento não ser esperado, pode ser explicado pelo facto de se formar uma banda de 
corte, principalmente com a condição de fronteira periódica, que leva a que as deformações se 
localizem na zona do vazio, sendo as deformações mais localizadas à medida que o tamanho 
do vazio diminui. Pelas figuras presentes na secção 6.3.1, no caso dos RVE com um único 
vazio, facilmente se constata que as deformações nas proximidades do vazio são superiores 
para os vazios de menores dimensões. 
Para os RVE com a fração volúmica distribuída por vários vazios, considerando em 
primeiro lugar a variável de dano de corte (6.10), com a evolução representada na Figura 6.26, 
a influência da condição de fronteira não é tão notória. Apesar de para cada fração volúmica o 
dano ser geralmente superior com a condição de fronteira periódica, isto já não sucede 
independentemente da fração de vazios. Com fração de vazios de     , o dano com condição 
de fronteira periódica é inferior ao obtido com condição linear inicialmente, mas com o 
aumento da deformação esta situação inverte-se. 
De forma geral, a taxa de crescimento do dano é constante, exceto para o caso com      
de vazios com condição de fronteira periódica, em que inicialmente há um aumento, e de 
seguida uma diminuição até se manter aproximadamente constante. Com o aumento da fração 
volúmica de vazios há um aumento da variável de dano de corte. 
Considerando a variável de dano (6.11) para um RVE com vazios múltiplos, cuja 
evolução é representada na Figura 6.27, verifica-se novamente que para a condição de 
fronteira periódica o valor da variável é superior independentemente da fração volúmica. No 
entanto, relativamente à dependência da fração volúmica não há um padrão bem definido. 
Supõe-se que estes resultados são muito dependentes do tamanho dos vazios, e da sua 
distribuição no RVE. 
Por fim, nos casos analisados em tração uniforme, verifica-se que a variável (6.10) 
apresenta uma evolução linear, e a variável (6.11) apresenta uma evolução aproximadamente 
quadrática. Em ambos os casos o valor do dano é superior para a menor fração volúmica, na 
qual se verifica uma evolução da mesma ordem apresentada com a condição de fronteira 
periódica. Para a porosidade de 2%, o valor das variáveis com esta condição situa-se entre os 
obtidos para as restantes condições. 
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6.9. Alterações propostas às leis de evolução macroscópicas 
Com base nos resultados obtidos anteriormente para a evolução do dano em solicitações 
de corte, pretende-se apresentar algumas alterações que podem ser aplicadas às leis de 
evolução do dano de corte macroscópicas. 
Constatou-se na secção anterior que as evoluções obtidas por análise microscópica, para 
além de serem condicionadas pelo RVE utilizado, são muito dependentes da condição de 
fronteira utilizada e da variável de dano considerada. Dada a variabilidade nos resultados, não 
é possível propor uma alteração aos modelos macroscópicos de tal modo que estes traduzam 
de forma global as evoluções do dano apresentadas anteriormente. As alterações são propostas 
após a análise de cada caso de forma separada, tendo em conta a variável de dano definida na 
literatura que melhor se adequa. 
6.9.1. RVE com um vazio, sujeito à condição de fronteira linear 
Em primeiro lugar considera-se o caso de RVE com um vazio, sujeitos à condição de 
fronteira linear. Na Figura 6.24, com a variável de dano dada por (6.10), verifica-se que para 
os três valores de fração volúmica a evolução do dano de corte é aproximadamente linear. 
Assim, a variável de dano de Nahshon-Hutchinson pode ser aplicável na descrição deste caso, 
devendo no entanto determinar-se o valor de calibração  . Através de uma aproximação linear 
da evolução em cada caso determina-se o valor de calibração. Os valores obtidos são 
apresentados na Tabela 6.1. 
Tabela 6.1 – Valores calculados para k. 
f=0,5% 42,34 
f=2% 8,57 
f=10% 1,37 
É possível verificar que os valores calculados são aproximadamente inversamente 
proporcionais à fração volúmica, pelo que   não é uma constante neste caso. Uma expressão 
que pode relacionar a constante   com a porosidade  , tendo em conta estes três pontos, é 
dada por: 
 ( )                 (6.12) 
Deste modo, a variável de dano de Nahshon-Hutchinson pode ser descrita da seguinte 
forma: 
 ̇       ( )  ̅̇
   (6.13) 
Na Figura 6.28 apresenta-se o gráfico da evolução da variável de dano microscópica com 
a aproximação sugerida. 
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Figura 6.28 – Evolução da variável de Nahshon-Hutchinson modificada para aproximar a evolução da 
variável (6.10) em RVE com um vazio com condição de fronteira linear. 
Considerando agora a variável de dano expressa por (6.11), a sua evolução apresenta uma 
tendência quadrática, como se pode verificar na Figura 6.25, pelo que a variável de dano de 
corte de Xue pode ser adequada à sua descrição. Considerando    um valor para a adaptação 
da variável de dano de corte de Xue, tal que a sua evolução é dada por: 
 ̇        ( )
 
√ 
 
 
      ̇   (6.14) 
este foi calculado para cada fração volúmica, obtendo-se os valores apresentados na Tabela 
6.2. 
Tabela 6.2 – Valores calculados para kx. 
f=0,5% 178,14 
f=2% 20,70 
f=10% 2,10 
A expressão apresentada em (6.15) permite relacionar o valor de    com a fração 
volúmica de vazios: 
  ( )         
        (6.15) 
Na Figura 6.29 representa-se a aproximação conseguida neste caso. 
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Figura 6.29 – Evolução da variável de Xue modificada para aproximar a evolução da variável (6.11) 
em RVE com um vazio com condição de fronteira linear. 
6.9.2. RVE com um vazio, sujeito à condição de fronteira periódica 
Começando por analisar a evolução do dano em condição de fronteira periódica, dado 
pela expressão (6.10), na Figura 6.24, observa-se que a taxa de crescimento do dano tende a 
diminuir ligeiramente. Das variáveis propostas na literatura estudadas, nenhuma apresenta 
este comportamento. No entanto, uma vez que a diminuição não é muito acentuada, a 
curvatura dos gráficos é relativamente suave, pelo que podem ser aproximados por retas que 
passam na origem. Recorrendo ao método já utilizado anteriormente, calcula-se o valor   de 
modo a adaptar a variável de Nahshon-Hutchinson a este caso. Os valores obtidos são 
mostrados na Tabela 6.3. 
Tabela 6.3 – Valores calculados para k. 
f=0,5% 107,60 
f=2% 35,90 
f=10% 11,24 
A seguinte expressão permite relacionar o parâmetro de modificação com a fração 
volúmica  :  
 ( )                 (6.16) 
A aproximação conseguida é representada na Figura 6.30. 
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Figura 6.30 – Evolução da variável de Nahshon-Hutchinson modificada para aproximar a evolução da 
variável (6.10) em RVE com um vazio com condição de fronteira periódica. 
Avaliando agora a evolução da variável de dano (6.11), a partir da Figura 6.25 observa-se 
que esta é aproximadamente quadrática. Para o caso da fração volúmica de 0,5% é notório que 
para valores mais elevados de deformação plástica, a tendência da curva é de uma ligeira 
diminuição do declive. No entanto, para o domínio dos resultados obtidos, será sugerida uma 
aproximação com base na expressão (6.14). Os valores de    neste caso podem ser 
consultados na Tabela 6.4 
Tabela 6.4 – Valores calculados para kx. 
f=0,5% 1019,03 
f=2% 346,08 
f=10% 140,80 
Uma expressão para    em função de   pode ser dada por: 
  ( )         
        (6.17) 
Na Figura 6.31 é apresentada a aproximação sugerida. Observa-se que para o caso da 
menor fração volúmica não é uma aproximação satisfatória, mas para as restantes é aceitável. 
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Figura 6.31 – Evolução da variável de Xue modificada para aproximar a evolução da variável (6.11) 
em RVE com um vazio com condição de fronteira periódica. 
6.9.3. RVE com vários vazios, sujeito à condição de fronteira linear 
Considerando a variável de dano dada por (6.10), com base na Figura 6.26 verifica-se que 
a sua evolução é aproximadamente linear, pelo que pode ser descrita através da variável de 
dano de Nahshon-Hutchinson modificada. 
Os valores obtidos para o parâmetro de calibração são mostrados na Tabela 6.5. 
Tabela 6.5 – Valores calculados para k. 
f=0,5% 52,38 
f=2% 18,07 
f=10% 4,38 
A seguinte expressão permite relacionar   com a fração volúmica  :  
 ( )                 (6.18) 
As aproximações sugeridas são representadas na Figura 6.32. 
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Figura 6.32 – Evolução da variável de Nahshon-Hutchinson modificada para aproximar a evolução da 
variável (6.10) em RVE com vários vazios com condição de fronteira linear. 
Na Figura 6.27 observa-se que a variável de dano (6.11) apresenta uma evolução que 
pode ser aproximadamente descrita modificando a variável de dano Xue, tal como já foi feito 
anteriormente. Na Tabela 6.6 estão representados os valores do parâmetro de modificação. 
Tabela 6.6 – Valores calculados para kx. 
f=0,5% 183,82 
f=2% 67,88 
f=10% 34,45 
Uma expressão para    em função de   pode ser dada por: 
  ( )         
        (6.19) 
As aproximações conseguidas são apresentadas na Figura 6.33. 
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Figura 6.33 – Evolução da variável de Xue modificada para aproximar a evolução da variável (6.11) 
em RVE com vários vazios com condição de fronteira linear. 
6.9.4. RVE com vários vazios, sujeito à condição de fronteira periódica 
Analisando a Figura 6.26 constata-se que a evolução da variável definida pela expressão 
(6.10), com esta condição de fronteira, pode ser aproximada de forma razoável modificando a 
variável de dano de Nahshon-Hutchinson, apesar de para a fração volúmica de 0,5% se 
verificar notoriamente que a evolução não é linear.  
Os valores determinados para   em cada caso são apresentados na Tabela 6.7 
Tabela 6.7 – Valores calculados para k. 
f=0,5% 60,26 
f=2% 20,39 
f=10% 10,59 
A seguinte expressão permite relacionar   com a fração volúmica  :  
 ( )                (6.20) 
Na Figura 6.34 são representadas as aproximações conseguidas com esta modificação. 
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Figura 6.34 – Evolução da variável de Nahshon-Hutchinson modificada para aproximar a evolução da 
variável (6.10) em RVE com vários vazios com condição de fronteira periódica. 
Na Figura 6.27 observa-se que a variável de dano (6.11) apresenta uma evolução que 
pode ser aproximadamente descrita modificando a variável de dano Xue, tal como já foi feito 
anteriormente. Os parâmetros de modificação determinados são apresentados na Tabela 6.8. 
Tabela 6.8 – Valores calculados para kx. 
f=0,5% 511,52 
f=2% 161,26 
f=10% 166,88 
Neste caso verifica-se que não há uma relação simples entre os valores de    e a 
porosidade. Com os parâmetros calculados as aproximações obtidas são as representadas na 
Figura 6.35. Observa-se no entanto que estas não acompanham de forma muito satisfatória a 
evolução da variável (6.11), pelo que será verificado de seguida como se comporta a 
aproximação baseada na variável de Nahshon-Hutchinson. 
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Figura 6.35 – Evolução da variável de Xue modificada para aproximar a evolução da variável (6.11) 
em RVE com vários vazios com condição de fronteira periódica. 
Os valores de   calculados para uma aproximação com a variável de Nahshon-
Hutchinson são apresentados na Tabela 6.9. 
Tabela 6.9 – Valores calculados para k. 
f=0,5% 204,00 
f=2% 29,57 
f=10% 10,57 
Com os valores obtidos determinou-se a seguinte expressão que permite aproximar a 
relação entre   e  : 
 ( )                (6.21) 
A aproximação conseguida com esta estratégia é representada na Figura 6.36. Verifica-se 
que esta aproximação também não é satisfatória, pelo que é de interesse estudar soluções 
alternativas num trabalho futuro. 
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Figura 6.36 – Evolução da variável de Nahshon-Hutchinson modificada para aproximar a evolução da 
variável (6.11) em RVE com vários vazios com condição de fronteira periódica. 
6.9.5. Comentários finais 
Nesta secção conseguiu-se obter boas aproximações para a evolução das variáveis de 
dano definidas por (6.10) e (6.11), através da modificação da variável de dano de Nahshon-
Hutchinson para os casos em que se verifica uma evolução aproximadamente linear, e da 
variável de Xue para os casos com uma evolução aproximadamente quadrática. No entanto 
houve alguns casos em que a curva de evolução apresenta um aumento da taxa de crescimento 
inicialmente e uma diminuição para maiores valores de deformação, comportamento que não 
pode ser descrito com as modificações sugeridas. 
As evoluções para as variáveis de dano foram obtidas para uma gama limitada de 
deformação plástica, pelo que é interessante o estudo para maiores deformações. Note-se no 
entanto que a homogeneização de deformações é um assunto ainda muito discutível. 
Para os casos em que não foi conseguida uma boa aproximação, sugere-se que na 
continuação deste trabalho seja utilizada uma modificação da variável de Butcher-Chen. 
6.10. Estudo da representatividade do tamanho do RVE 
De acordo com a teoria, espera-se que aplicando uma formulação de primeira ordem para 
modelos multiescala o tamanho do RVE modelado não influencie os resultados, sendo o 
tamanho relativo entre os vários constituintes que determina as propriedades globais obtidas. 
No entanto, no domínio plástico algumas hipóteses assumidas podem não ser aplicáveis. 
Nesta secção pretende-se fazer um estudo da representatividade do tamanho de um RVE 
utilizado nos estudos anteriores. Tendo em conta os recursos disponíveis, apenas será feito 
este estudo para RVE com um vazio. Para um estudo completo, pretende-se que no futuro seja 
avaliada a influência do tamanho do RVE considerando a presença de múltiplos vazios. 
Serão considerados dois RVE quadrados, com dimensão lateral de    , e um vazio 
circular central correspondente à fração volúmica de 0,5% e 2%, que são valores tipicamente 
associados à presença de dano em metais. 
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A discretização efetuada, representada na Figura 6.37, é semelhante à utilizada 
anteriormente nos RVE com as respetivas frações volúmicas, de modo a que a malha não 
tenha efeito nos resultados. Os RVE são submetidos à condição de fronteira linear e periódica. 
a)  b)  
Figura 6.37 – Discretização do RVE para as frações volúmicas de vazio de: a) f=0,5%, b) f=2%. 
6.10.1. Resultados obtidos 
A configuração deformada dos RVE e a representação da distribuição da deformação 
plástica é apresentada na Figura 6.38, para as condições de fronteira consideradas. 
a) b)  
c) d)  
Figura 6.38 – Configuração deformada dos RVE com     de lado com condição de fronteira linear 
(a) f=0,5%, b) f=2%) e periódica (c) f=0,5%, d) f=2%) e respetiva distribuição da deformação plástica 
equivalente. 
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6.10.2. Análise dos resultados 
Comparando a forma final e a distribuição de tensões nos casos acima representados com 
os respetivos apresentados na secção 6.3.1, verifica-se que não há qualquer diferença com a 
variação do tamanho do RVE. Esta análise seria mais interessante e conclusiva considerando 
RVE com vários vazios, aumentando o seu tamanho mas mantendo o tamanho dos vazios e a 
fração volúmica. Pretende-se fazer este estudo na continuação deste trabalho. 
6.11. Conclusões 
Neste capítulo fez-se um estudo da evolução do dano quando o material é sujeito a 
solicitações de corte, com base numa análise multiescala. Foram utilizados RVE com 
diferentes porosidades e distribuição dos vazios, e foram consideradas as condições de 
fronteira linear e periódica em todos os casos, e a condição de tração uniforme nos casos em 
que foi possível. 
Em primeiro lugar foram analisados os RVE na sua configuração deformada, com a 
distribuição espacial das deformações plásticas, e a evolução da tensão equivalente 
homogeneizada. Verificou-se que com a condição de fronteira periódica há a formação de 
bandas de corte principais na direção horizontal, com uma maior localização das 
deformações. A evolução da tensão equivalente homogeneizada é coerente com o que era 
esperado, com valores superiores com menores porosidades. 
Investigou-se a evolução da fração volúmica em solicitações de corte, e verificou-se que 
é praticamente nula, tal como é considerado pelo modelo macroscópico de Gurson. 
Foi feita uma análise da evolução das variáveis de dano de Xue, Nahshon-Hutchinson e 
Butcher-Chen, através da utilização das deformações homogeneizadas nas expressões que as 
definem. Esta análise não é válida para um estudo do dano ao nível microscópico, mas 
permite perceber de que forma evoluem estas variáveis. Com a análise macroscópica das 
variáveis de Xue e Nahshon-Hutchinson num elemento solicitado ao corte, observa-se a sua 
evolução para uma gama maior de deformações. 
Propuseram-se duas variáveis de dano de corte baseadas em aspetos microscópicos e na 
definição de deformação de corte infinitesimal. A primeira das variáveis foi definida 
recorrendo a algumas simplificações, tal como feito por (Xue, 2008), e a segunda foi inspirada 
no trabalho de (Butcher & Chen, 2009). 
Analisou-se a evolução destas duas variáveis, recorrendo a RVE com diferentes frações 
volúmicas e distribuição de vazios. Os resultados obtidos são bastante heterogéneos, 
verificando-se diferenças evidentes entre as duas variáveis, e uma grande dependência da 
condição de fronteira e da distribuição dos vazios no RVE. Por este motivo não é possível 
apresentar uma solução global para a evolução do dano de corte. 
No entanto, tendo em conta cada tipo de distribuição de vazios e para as condições de 
fronteira linear e periódica, foram sugeridas alterações às leis de dano de corte de Xue e de 
Nahshon-Hutchinson, de tal modo que estas aproximem a evolução das variáveis propostas. 
De modo geral, com a modificação da variável de Nahshon-Hutchinson conseguiram-se 
aproximações razoáveis para a evolução da variável definida por (6.10), e para a variável 
(6.11) modificou-se a variável de Xue. Estas alterações basearam-se na utilização de um fator 
de multiplicação dependente da porosidade. 
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Porém, em alguns casos nenhuma destas modificações conseguiu aproximações 
aceitáveis, sugerindo-se que na continuação deste trabalho se estudem alternativas como por 
exemplo a modificação da variável de Butcher-Chen. 
Finalmente, fez-se um estudo com intuito de avaliar a influência do tamanho do RVE nos 
resultados obtidos. Efetuou-se uma análise a RVE com fração de vazios de 0,5% e 2%, com o 
dobro do tamanho dos considerados anteriormente, mantendo as dimensões relativas entre o 
RVE e o vazio. Verificou-se que não houve qualquer alteração nos resultados. Para uma 
análise mais interessante e conclusiva, no futuro deverão ser utilizados RVE com vários 
vazios, aumentando o seu tamanho mas mantendo o tamanho dos vazios e a fração volúmica. 
De modo a tornar os resultados mais realistas, a distribuição dos vazios nos RVE poderá 
ser definida tendo em conta dados experimentais obtidos por observação da microestrutura do 
material, isto é, conhecendo os valores típicos do raio dos vazios e distância entre si. 
Dado que a evolução do dano determinada por simulação depende da localização das 
deformações no material, os resultados podem ser dependentes da malha utilizada. Neste 
sentido, como continuação deste trabalho, e de modo a ser possível generalizar a análise aqui 
efetuada, deverá ser investigada de que forma os resultados dependem da discretização 
utilizada. 
Como é possível verificar em alguns casos, os vazios presentes no RVE podem fechar 
totalmente, portanto, para que se tenha uma análise mais realista deverá ser implementado no 
programa o efeito do contacto entre superfícies livres. 
Para finalizar, a definição de uma variável de dano não é consensual, sendo possíveis 
abordagens bem diferentes, como por exemplo a de (Gurson, 1977) e da (Lemaitre, 1985). A 
definição de uma variável de dano de corte baseada em aspetos microscópicos pode também 
ser feita com base em filosofias distintas. No presente caso recorreu-se à condição de 
McClintock (McClintock et al., 1966). No entanto poderá também ser interessante estudar 
uma variável de dano baseada na degradação do módulo de rigidez transversal macroscópico, 
com base na abordagem de Lemaitre. Este conceito foi já aplicado experimentalmente em 
(Chak-yin et al., 2007). 
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7. Conclusões gerais e propostas de trabalho futuro 
7.1. Síntese do trabalho desenvolvido 
O trabalho desenvolvido teve como objetivo efetuar um estudo do dano baseado nos 
modelos proposto por (Gurson, 1977) através de uma análise multiescala, com a utilização de 
RVE com vazios para simular a presença de defeitos na microestrutura do material, e partindo 
deste estudo, propor algumas modificações de modo a tornar estes danos mais realistas 
Nos primeiros capítulos são introduzidos os conceitos relacionados com a utilização do 
Método dos Elementos Finitos na resolução de problema da Mecânica dos Sólidos, o modelo 
de Gurson para a modelação da degradação interna do material e as melhorias implementadas 
por outros autores, e a utilização dos Modelos Multiescala na simulação numérica da 
deformação dos materiais. Nos capítulos 5 e 6 são dadas as contribuições do trabalho 
desenvolvido. 
No capítulo 5 são determinadas curvas de cedência macroscópicas através da análise de 
RVE com um vazio central de modo a simular a presença de dano. São utilizados RVE com 
diferentes frações volúmicas de vazios, e sujeitos a diferentes condições de fronteira. As 
curvas obtidas são comparadas com a representação geométrica da função de cedência do 
modelo de Gurson para a respetiva fração de vazios, e com os resultados e a função de 
cedência modificada apresentados em (Giusti et al., 2009). 
No capítulo 6 é feita uma análise multiescala da evolução do dano em solicitações de 
corte. São definidas variáveis de dano de corte baseadas em considerações microscópicas, e 
tendo em conta a sua evolução são propostas modificações às leis de dano macroscópicas 
existentes, para que estas traduzam de forma aproximada o comportamento observado à 
microescala. É ainda feito um estudo da influência do tamanho do RVE utilizado. 
7.2. Conclusões gerais 
No estudo realizado no capítulo 5, verificou-se que o critério de cedência macroscópica 
utilizado com o tipo de material considerado deve basear-se na análise da evolução das 
tensões macroscópicas.  
As curvas de cedência determinadas são coincidentes com os resultados obtidos por 
(Giusti et al., 2009) na zona de corte, mas revelam-se mais conservadoras quando a tensão 
hidrostática apresenta uma componente forte na solicitação.  
Constatou-se que o nível de refinamento da malha não influencia os resultados, pelo que 
as diferenças observadas podem ser explicadas pelo critério de cedência utilizado, que se 
baseou na variação da tensão equivalente de von Mises homogeneizada.  
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Observou-se que os limites para a curva de cedência propostos por (Giusti et al., 2009) 
podem ser aplicados a porosidades de 0,2%, valor típico da presença de dano num metal, mas 
fora da gama estudada pelo autor referido. 
Verificou-se que na zona de corte o modelo de Gurson simula de forma realista o início 
da cedência. Apesar disto, é um facto que para este tipo de solicitações o modelo de Gurson 
não traduz de forma correta a evolução do dano, logo não traduz de forma correta a evolução 
da função de cedência. Isto introduz o trabalho realizado no capítulo seguinte. 
No capítulo 6 atestou-se que a evolução da fração volúmica em solicitações de corte é 
praticamente nula, tal como é considerado pelo modelo macroscópico de Gurson, 
confirmando-se que a porosidade é insuficiente na descrição da degradação interna do 
material. 
Com o estudo à microescala e à macroescala das variáveis de dano de corte 
macroscópicas, reproduziu-se a sua evolução típica. Uma vez que nos RVE a fração volúmica 
se mantém, não houve diferença nos resultados obtidos às diferentes escalas. 
Foram propostas duas variáveis de dano de corte baseadas em aspetos microscópicos, 
definidas partindo do mesmo princípio, mas desenvolvidas de forma diferente, e obtiveram-se 
resultados distintos para a sua evolução. 
Verificou-se que a evolução do dano de corte por análise microscópica é dependente da 
condição de fronteira utilizada, constatando-se, quer através das variáveis definidas por 
aspetos microscópicos quer através da análise da distribuição das deformações no RVE 
deformado, que com a condição periódica se obtém maiores valores de dano. Também a 
distribuição dos vazios no RVE tem influência nos resultados obtidos. 
Para cada tipo de distribuição de vazios e condição de fronteira foram sugeridas 
alterações às leis de dano de corte de Xue e de Nahshon-Hutchinson, de tal modo que estas 
aproximem a evolução das variáveis propostas. De modo geral, com a modificação da 
variável de Nahshon-Hutchinson conseguiram-se aproximações razoáveis para a evolução da 
variável definida por (6.10), e para a variável (6.11) modificou-se a variável de Xue. 
Em RVE com um vazio, e com a condição de fronteira linear e periódica, o seu tamanho 
não influencia os resultados. 
7.3. Propostas de trabalho futuro 
Tendo em conta as conclusões do capítulo 5, é de todo o interesse estudar um critério de 
cedência macroscópica que traduza o comportamento do material de forma válida para todos 
os tipos de solicitação, para que seja possível aprofundar a investigação nesta área. Para que 
se obtenham resultados mais generalizados, propõe-se que seja feita uma análise da função de 
cedência em RVE com vários vazios, e estender este tipo de análise a RVE tridimensionais. 
Relativamente ao estudo do dano em carregamentos de corte, com a análise multiescala 
há muito potencial de desenvolvimento. Para que os resultados obtidos neste trabalho possam 
ser de alguma forma generalizados, é necessário verificar a influência da discretização 
utilizada, e também fazer um estudo mais completo da representatividade do tamanho do 
RVE utilizado. Relacionado com este último aspeto, seria interessante modelar a 
microestrutura do material de acordo com dados experimentais, de modo a efetuar simulações 
mais realistas. A obtenção de mais resultados com a condição de tração uniforme irá 
proporcionar uma análise mais profunda. Tal como foi referido na conclusão do capítulo 6, 
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existem outras abordagens possíveis para a definição da variável de dano de corte que podem 
ser interessantes, como por exemplo a sua determinação através do estudo da degradação do 
módulo de rigidez transversal  . 
Verificou-se que em alguns casos pode existir o fecho total de vazios no RVE, havendo 
contacto entre superfícies. Este fenómeno não é modelado no programa utilizado, pelo que se 
pretende efetuar a sua introdução para que se obtenham resultados mais realistas. 
Tendo em conta o modo como foram definidas as variáveis neste trabalho, seria 
interessante investigar a influência dos pontos escolhidos (ABC). 
Por fim, uma vez que o modelo GTN com a variável de dano de corte de Butcher-Chen 
não está disponível no programa Hyplas, pretende-se efetuar a sua implementação. 
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ANEXOS 
A. Método de Newton-Raphson 
Considerando uma função qualquer  ( ), não linear, a equação (A.1): 
 ( )     (A.1) 
pode ser resolvida pelo método de Newton-Raphson, apresentado de seguida. 
A função  ( ) pode ser linearizada considerando a expansão de Taylor num ponto   , 
truncada na componente linear: 
 (     )   (  )  
  
  
    (A.2) 
O método inicia-se arbitrando um ponto  ( ), admitindo que é solução para a equação 
(A.1). Verifica-se se este ponto é de facto solução para a equação, e caso não seja, resolve-se 
a equação (A.3) em ordem a   ( ): 
 ( ( ))  
  
  
  ( )     (A.3) 
O ponto que traduz a potencial solução da equação (A.1) é atualizado da seguinte forma: 
 ( )   ( )     ( )  (A.4) 
e verifica-se se este corresponde de facto à solução. Caso não seja, repete-se o procedimento 
anterior para encontrar uma nova potencial solução, até que seja encontrada a solução final. 
Este é obviamente um método iterativo, e que obriga a que a função   seja derivável. 
B. Invariantes de um tensor 
No espaço tridimensional, podem ser considerados três invariantes de um tensor:       e 
  , definidos respetivamente por (B.1), (B.2) e (B.3): 
  ( )       (B.1) 
  ( )  
 
 
[(   )     (  )]  (B.2) 
  ( )        (B.3) 
Para o tensor das tensões desviadoras, dadas as suas propriedades, os invariantes são: 
  ( )          (B.4) 
  ( )  
 
 
(   
     
     
 )       (B.5) 
  ( )        (B.6) 
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C. Teorema de Gauss 
O Teorema de Gauss é traduzido matematicamente por (C.1), considerando um campo 
qualquer   associado a um volume  , delimitado por uma superfície fechada  , cujo vetor 
unitário normal exterior à superfície é  : 
∫   
 
   ∫      
 
  (C.1) 
D. Relação entre integrais de campos tensoriais e campos vetoriais 
Para um campo tensorial regular  , e qualquer campo vetorial  , num domínio  , com a 
respetiva fronteira dada por   , é válida a seguinte relação: 
∫  (  ) 
 
   ∫ (  )     
  
 ∫ (    )     
 
  (D.1) 
E. Cálculo da raiz de um tensor 
Um tensor de segunda ordem   pode ser descrito da seguinte forma: 
  ∑    
   
   
  (E.1) 
onde    representa os valores próprios e    as matrizes de projeção no espaço dos vetores 
próprios. Uma função escalar   aplicada ao tensor   pode ser determinada pela seguinte 
expressão: 
 ( )  ∑ (  )  
   
   
  (E.2) 
Assim, uma raiz de um tensor pode ser dada por: 
√ 
 
 ∑ √  
   
   
   
  (E.3) 
Mais detalhes sobre cálculo tensorial podem ser estudados em (Itskov, 2009) 
F. Comparação entre os critérios de cedência de Pellegrino e de Giusti 
Este anexo é um complemente à secção 5.3, em que se pretende evidenciar a diferença 
entre os critérios de cedência propostos por (Pellegrino et al., 1999) e (Giusti et al., 2009). O 
RVE referente à fração volúmica de vazio de 30%, representado na Figura 5.1, modelado de 
acordo com o que é definido na secção 5.2, é submetido a solicitações de corte puro e tração 
uniaxial, impostas respetivamente pelos gradientes de deformação apresentados em (F.1) e 
(F.2): 
  [
          
      
]  (F.1) 
  [
          
          
]  (F.2) 
para diferentes condições de fronteira: linear, periódica e tração uniforme. 
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O critério de Giusti é implementado neste caso através das expressões (F.3) e (F.4), para 
a solicitação de tração e corte respetivamente: 
  (   )      (   )       (F.3) 
  (   )      (   )       (F.4) 
Os gráficos com a evolução da componente do primeiro tensor de Piola-Kirchhoff relativa à 
solicitação considerada, e com a representação dos pontos de cedência de acordo com cada 
critério, são representados na Figura F.1 para o caso da condição de fronteira linear, na Figura 
F.2 com condição de fronteira periódica e na Figura F.3 para a condição de tração uniforme.
 
Figura F.1 – Evolução da tensão macroscópica e pontos de cedência com condição de fronteira 
linear. 
 
 
Figura F.2 – Evolução da tensão macroscópica e pontos de cedência com condição de fronteira 
periódica. 
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Figura F.3 – Evolução da tensão macroscópica e pontos de cedência com condição de tração 
uniforme. 
A diferença prática entre os critérios é evidente, tanto no que diz respeito à tensão como à 
carga imposta na cedência. O critério de Pellegrino é verificado numa zona de comportamento 
macroscópico dominado pela elasticidade em todos os casos, sendo de ressaltar que para a 
solicitação de tração uniaxial com condição de fronteira tração uniforme, este critério foi 
verificado no primeiro incremento. É notório que o critério de cedência utilizado por 
Pellegrino é muito conservador para este material. Apesar disso, é um critério absolutamente 
objetivo, sem depender da definição de tolerâncias nem do tipo de carregamento. 
Por outro lado, o critério enunciado por (Giusti et al., 2009), segundo o qual se verifica 
cedência macroscópica quando o valor da tensão homogeneizada não se altera com o aumento 
do fator de carga, é muito dependente do valor da tolerância utilizado para definir o que se 
entende por “não alteração de tensão homogeneizada”, e não é claro quais as componentes do 
tensor de tensões a analisar, nomeadamente no caso de solicitações combinadas, isto é, com 
tração e corte em simultâneo. 
G. Cálculo de áreas por considerações geométricas  
Qualquer superfície plana pode ser aproximadamente descrita por um conjunto de 
polígonos. A área de um polígono pode ser calculada pela sua decomposição em triângulos e 
pelo cálculo da área de cada triângulo.  
A área de um triângulo é geralmente definida pela metade do produto da base pela sua 
altura: 
   
  
 
  (G.1) 
No entanto esta definição não é interessante no caso de se pretender implementar 
numericamente este cálculo. Outras alternativas mais interessantes são a utilização do módulo 
do produto vetorial entre dois vetores que definem o triângulo, como representado na Figura 
G.1, ou do determinante de uma matriz que contém as coordenadas dos vértices do triângulo. 
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Figura G.1 – Triângulo ABC definido pelos vetores U e V. 
Considerando a primeira alternativa, de acordo com a nomenclatura introduzida na Figura 
G.1, a área é dada por: 
     
 
 
‖   ‖  (G.2) 
Utilizando a definição do determinante de uma matriz, a área do triângulo pode também 
ser calculada da seguinte forma: 
     
 
 
|
     
     
     
|  (G.3) 
Estas alternativas são equivalentes, e a expressão resultante para área do triângulo é: 
     
 
 
(                             )  (G.4) 
Utilizando este conceito, e considerando um polígono definido por   vértices e por um 
ponto interior qualquer, tal que possa ser decomposto em   triângulos, todos com o ponto 
interior em comum, como representado na Figura G.2, a área do polígono pode ser dada pela 
soma da área dos triângulos.  
 
Figura G.2 – Exemplo de um polígono decomposto em triângulos. 
Como o ponto central é comum a todos os triângulos, a área é independente do ponto 
escolhido, desde que seja interior ao polígono. A expressão para a área do polígono é então 
dada por (G.5), devendo os pontos estar ordenados no sentido anti-horário, e sendo o ponto 
    coincidente com o ponto  : 
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∑(             )
 
   
  (G.5) 
Este texto é baseado em (Davis). 
H. Método Backward de Euler 
A resolução numérica de equações diferenciais de primeira ordem é facilmente 
implementada recorrendo a este método. Considerando a seguinte equação diferencial: 
 (   )  
  
  
     (H.1) 
e conhecendo uma  condição inicial  (  )    , pode ser feita uma aproximação de primeira 
ordem, de tal modo que os valores da função  ( ) são calculados da seguinte forma: 
            (         )  (H.2) 
A resolução desta equação é trivial se a função   for independente de  . Caso contrário, 
esta equação é não-linear, e deve-se recorrer ao método de Newton-Raphson (Anexo A) para 
a sua resolução. 
I. Deformação de corte infinitesimal 
Considerando um elemento retangular     , como o representado na Figura I.1, 
submetido a uma solicitação qualquer, tal que a sua configuração deformada é dada por 
        , a deformação de corte devida à solicitação é dada pelo deslocamento tangencial por 
unidade de comprimento: 
                    
   
   
         (I.1) 
A deformação de corte física é então dada por: 
       
 
 
   (I.2) 
 
Figura I.1 – Elemento retangular PABC não deformado, e sua configuração deformada (Gomes, 
2004). 
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A deformação de corte segundo duas direções ortogonais, dadas por exemplo pelos 
vetores   ⃗⃗⃗⃗  ⃗ e   ⃗⃗⃗⃗  ⃗, considerando o corpo em deformação representado na Figura I.2, pode ser 
aproximada por: 
       
  ⃗⃗⃗⃗  ⃗   ⃗⃗⃗⃗  ⃗
‖  ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗‖ ‖  ⃗⃗⃗⃗  ⃗‖
  (I.3) 
 
Figura I.2 – Representação esquemática da deformação de um corpo. 
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